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Актуальность темы и степень разработки. Известно, что математическое описание рассеяния гармонически зависящих от времени волн приводит к краевым задачам для уравнения Гельмгольца 
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оператор Лапласа, а 
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вол- новое число, причем 
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. Так как во многих случаях невоз- можно найти точное решение краевых задач для уравнения Гельмгольца, то возникает интерес к разработке приближенных методов решения краевых задач для уравнения Гельмгольца с теоретическим обоснованием. Одним из широко распростран- енных методов исследования приближенного решения внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца  является их приве- дение к интегральному уравнению. Основное преимущество  применения метода граничных интегральных уравнений к       исследованию внешних краевых задач заключается в том, что    подобный подход позволяет свести задачу, поставленную для   неограниченной области, к задаче для ограниченной области меньшей размерности. 
Отметим, что непосредственное применение теории потен- циала для вывода интегральных уравнений внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца  приводит к уравнениям, кото- рые не имеют единственного решения на собственных значени- ях внутренних краевых задач. Однако, разыскивая решения внешних краевых задач в виде комбинации акустических потен- циалов простого и двойного слоя, а также пользуясь формулой Грина для вывода интегральных уравнений внешних краевых задач, были получены разрешимые единственным образом при любом значении волнового числа интегральные уравнения, зависящие от оператора
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замкнутая дважды непрерывно дифференцируемая по- верхность в 
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единичная внешняя нормаль в точке 
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фундаментальное решение уравнения Гельм- гольца, т.е.
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Построенный Ляпуновым контрпример
 показывает, что для потенциала двойного слоя с непрерывной плотностью произ- водная, вообще говоря, не существует, т.е. оператор 
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 не опре- делен в пространстве 
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 всех непрерывных функций на 
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 с нормой  
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. Однако, в книге Д.Колтона и Р.Кресса
 доказано, что оператор 
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ограниченно действует в простран- ствах Гельдера и дана формула вычисления производной акус- тического потенциала двойного слоя с помощью поверхност- ного градиента. Кроме того, в этой книге показано, что если 
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 обратим, причем обратный оператор 
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единичный оператор на пространстве 
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 обозначено пространство всех непрерывных функций 
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, потен- циал двойного слоя с плотностью 
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 которых имеет непрерыв- ные нормальные производные на обеих сторонах поверхности 
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. Следует указать, что данная формула в книге Д.Колтона и Р.Кресса для вычисления производной акустического потенци- ала двойного слоя не очень практична. Более того, следует отме- тить, что до сих пор не построена практичная кубатурная фор-  мула для вычисления нормальной производной акустического потенциала двойного слоя. Например, в работе А.Ю.Анфино- генова, И.К.Лифанова и П.И.Лифанова
 построена кубатурная формула для нормальной производной акустического потенци- ала двойного слоя на сфере. Однако, построенная кубатурная формула в этой работе не является практичной в том смысле, что коэффициенты этой кубатурной формулы являются сингул- ярными интегралами.
Кроме того, известно, что одним из методов решения гипер-  
сингулярных интегральных уравнений внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца является регуляризация этих уравне- ний с помощью обратного оператора  
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. Как видно, несмотря на обратимость операторов  
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, явные виды обрат- ных операторов 
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 неизвестны, следовательно, неизвестен явный вид обратного оператора 
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Из–за выше перечисленных причин до сих пор не исследо- вано приближенное решение некоторых классов интегральных уравнений краевых задач для уравнения Гельмгольца. Следова- тельно, разработка приближенных методов решения интеграль- ных уравнений краевых задач для уравнения Гельмгольца при любом значении волнового числа и их теоретическое обоснова- ние представляют собой актуальную задачу.
Цель и задачи исследования. Основной целью и задачей диссертационной работы является вывести практичную форму- лу для вычисления производной акустического потенциала  двойного слоя, построить кубатурную формулу для нормальной
производной акустического потенциала двойного слоя и иссле- довать приближенное решение некоторых классов интегральных уравнений краевых задач для уравнения Гельмгольца при любом значении волнового числа 
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Методы исследования. В диссертации использованы мето- ды теории потенциала, теории сингулярных и гиперсингуляр- ных интегральных уравнений, теории операторов, функциональ- ного анализа и общая теория приближенных методов.
Основные положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся следующие основные положения:
1. Вывести практичную формулу для вычисления производ- ной акустического потенциала двойного слоя.

2. Исследовать некоторые свойства операторов, порожден- ных прямым значением производной акустического потенциала простого слоя и производной акустического потенциала двойно- го слоя в обобщенных пространствах Гельдера.
3. Построить кубатурные формулы для прямого значения производной акустического потенциала простого слоя и для нормальной производной акустического потенциала двойного слоя.

4. Исследовать проекционными методами приближенное ре- шение одного класса слабо сингулярных поверхностных интег- ральных уравнений внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца.

5. Исследовать проекционными методами приближенное решение одного класса гиперсингулярных поверхностных ин-  тегральных уравнений первого и второго рода.
Научная новизна исследования. В диссертации получены следующие основные результаты: 

1. Доказана ограниченность оператора, порожденного пря- мым значением производной акустического потенциала просто- го слоя в обобщенных пространствах Гельдера.

2. Дана практичная формула для вычисления производной акустического потенциала двойного слоя и доказана ограни- ченность оператора, порожденного производной акустического потенциала двойного слоя в обобщенных пространствах Гель- дера.

3. Построена кубатурная формула для одного класса слабо          сингулярных поверхностных интегралов.

4. Дан метод построения кубатурной формулы для поверх- ностного сингулярного интеграла, и на основе этого метода пос- троена кубатурная формула для прямого значения производной акустического потенциала простого слоя и для нормальной производной акустического потенциала двойного слоя.

5. Дано обоснование метода коллокации для одного класса слабо сингулярных поверхностных интегральных уравнений внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца.

6. Дано обоснование метода коллокации для системы по- верхностных интегральных уравнений краевой задачи сопряже- ния для уравнения Гельмгольца.

7. Дан метод аппроксимации в опорных точках оператора, обратного к оператору, порожденному нормальной производной акустического потенциала двойного слоя. На основе этого мето- да исследовано приближенное решение одного класса гиперсин- гулярных поверхностных интегральных уравнений первого и второго рода.  

Теоретическая и практическая ценность исследования. Работа носят, в основном теоретический характер. Однако ре- зультаты, полученные в диссертации, могут быть использованы при численных решениях во многих практических задачах ес- тествознания (например, в теории дифракции электромагнитных и акустических волн).
Апробация и применение. Результаты диссертации докла- дывались на семинаре кафедры «Прикладная математика» Азер- байджанской Государственной Нефтяной Академии (рук. член–
корр. НАНА, проф. К.Р.Айда–заде), на семинарах кафедры «Общая и прикладная математика» Азербайджанского Государ- 
ственного Университета Нефти и Промышленности (рук. проф. А.Р. Алиев), на семинаре кафедры «Математический анализ» Бакинского Государственного Университета (рук. проф. С.С. Мирзоев), на семинаре кафедры «Уравнения математической физики» Бакинского Государственного Университета (рук. акад. Ю.А.Мамедов), на семинарах отдела «Математический анализ» ИММ НАН Азербайджана (рук. член–корр. НАНА, проф. В.С. Гулиев), на семинаре отдела «Негармонический анализ» ИММ НАН Азербайджана (рук. член–корр. НАНА, проф. Б.Т. Била- лов), на семинаре отдела «Функциональный анализ» ИММ НАН Азербайджана (рук. проф. Г.И.Асланов), на семинаре отдела «Теория функций» ИММ НАН Азербайджана (рук. д.м.н. В.Е. Исмаилов), на общеинститутском семинаре ИММ НАН Азер- байджана (рук. член–корр. НАНА, проф. М.Дж.Марданов), а также на конференции, посвященной 70–летию проф. Я. Дж. Мамедова (Баку, 2001), на Международной конференции «Ак- туальные проблемы математики и информатики», посвященной 90–летию со дня рожде​ния Г.А.Алиева (Баку, 2013), на Между- народной конференции «Функциональные пространства и тео- рия приближения функции», посвященной 110–летию со дня рожде​ния академика С.М.Никольского (Москва, 2015), на Меж- дународной конференции «Математический анализ, дифферен- циальные уравнения и их приложения» (MADEA-7, Баку, 2015), на Международном научном семинаре «Негармонический ана- лиз и дифференциальные операторы» (Баку, 2016), на конферен- ции «Функциональный анализ и его приложения», посвящен- ной 100–летию со дня рожде​ния проф. А.Ш. Габибзаде (Баку, 2016), на Международной конференции «Весовые оценки диф- ференциальных и интегральных операторов и их приложения», посвященной 70–летию проф. Р.Ойнарова (Астана, 2017), на Международной конференции «Операторы, функции и системы в математической физике», посвященной 70–летию проф. Г.А. Исаханлы (Баку, 2018).
Личный вклад автора заключается в формулировке цели и выборе направления исследования. Кроме того, все выводы и полученные результаты, а также методы исследования принад- лежат лично автору.
Публикации автора. Публикации в изданиях, рекомендо-

ванных ВАК при Призидента Азербайджанской Республики – 23, материалы конференций – 1, тезисы докладов – 7.
Наименование учреждения, где выполнена диссертаци-онная работа. Работа выполнена на кафедре «Общая и прик- ладная математика» Азербайджанского Государственного Уни- верситета Нефти и Промышленности.

Структура и объем диссертации (в знаках, с указанием объема каждого структурного подразделения в отдельности). Общий объем диссертационной работы – 409482 знаков (титуль- ная страница – 326 знаков, оглавление – 3656 знаков, введение – 69200 знаков, первая глава – 137400 знаков, вторая глава – 45300 знаков, третья глава – 102400 знаков, четвертая глава – 51200 знаков). Список используемой литературы состоит из 155 наи-  менований.
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Диссертация состоит из введения, четырех глав и список используемой литературы.

Во введении обосновывается актуальность темы исследова- ния и показана степень ее разработанности, сформулирована цель и задачи исследования, приведена научная новизна, отме-  чена теоретическая и практическая ценность исследования, а также представлена информация об апробации работы. 
В первой главе разработана более практичная формула для вычисления производной акустического потенциала двойного слоя и при более ослабленных условиях доказаны ограничен- ность операторов, порожденных прямым значением производ- ной акустического потенциала простого слоя и производной акустического потенциала двойного слоя в обобщенных прос- транствах Гельдера. Основные результаты этой главы опублико- ваны в работах автора [5, 6, 7, 9, 11, 16, 24].
Рассмотрим  прямое  значение  
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Тогда интеграл (1) существует в смысле главного значения Коши, причем 
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Теорема 3. Пусть 
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Теперь рассмотрим  акустический потенциал двойного слоя 
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Теорема 6.  Пусть 
[image: image130.wmf]-

S

поверхность Ляпунова и 
[image: image131.wmf](

)

S

J

0

Î

j

. Тогда оператор 
[image: image132.wmf]),

(

,

x

gradW

A

k

r

r

=

 
[image: image133.wmf],

S

x

Î

 ограниченно дейст- вует из 
[image: image134.wmf](

)

j

1

H

 в 
[image: image135.wmf](

)

(

)

j

Z

H

, причем


[image: image136.wmf](

)

(

)

(

)

j

j

r

r

1

,

H

Z

H

k

M

gradW

£

.
Следствие 1.  Пусть 
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Во второй главе дан метод построения кубатурной формулы для поверхностного сингулярного интеграла и на основе этого метода построены кубатурные формулы для прямого значения производной акустического потенциала простого слоя и для   нормальной производной акустического потенциала двойного слоя. Кроме того, в этой главе построена кубатурная формула для одного класса слабо сингулярных поверхностных интегра-

лов. Основные результаты этой главы опубликованы в работах автора [3, 4, 8, 12, 13, 18].
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Рассмотрим поверхностный интеграл в виде   
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Теорема 7. Пусть непрерывная на 
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Отметим, что методом построения кубатурной формулы для прямого значения производной акустического потенциала прос- того слоя можно также построить кубатурную формулу и для других сингулярных интегралов по поверхности Ляпунова.   
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В третьей главе дано обоснование метода коллокации для одного класса слабо сингулярных поверхностных интегральных уравнений внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца. Кроме того, построена последовательность, сходящая к точному решению исходных краевых задач, и дана оценка погрешности. Основные результаты этой главы опубликованы в работах авто- ра [1, 2, 3, 10, 14, 17, 19, 20, 22, 25, 26, 29]. 
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Используя это представление, в работе Бертона и Миллера
 внешняя краевая задача Дирихле для уравнения Гельмгольца приведена к однозначно разрешимому в пространстве 
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Кроме того, если функция 
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Используя кубатурные формулы (12) и (13), интегральное урав- нение (11) заменяем системой алгебраических уравнений отно- сительно 
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Тогда уравнения (11) и (14) имеют единственные решения 
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Следствие 2. Пусть 
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Приведем обоснование метода коллокации для граничного интегрального уравнения смешанной краевой задачи для урав-  нения Гельмгольца. Пусть 
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Разбивая 
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Теорема 12.  Выражение 
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Используя кубатурную формулу (16), интегральное уравне- ние (15) заменяем системой алгебраических уравнений относи- тельно 
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Теорема 13. Уравнения (15) и (17) имеют единственные решения 
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Следствие 3. Пусть 
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Теперь перейдем к обоснованию метода коллокации для систем интегральных уравнений краевой задачи сопряжения для уравнения Гельмгольца. Пусть 
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Тогда систему (18) можно переписать в виде
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Теорема 14. Пусть 
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в точках 
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Используя кубатурную формулу (20), систему интеграль- ных уравнений (19) заменим системой алгебраических уравне- ний относительно 
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Теорема 15.  Пусть  
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Следствие 4. Пусть 
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 является решени- ем системы алгебраических уравнений (21). Тогда последова- тельность  
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В четвертой главе дан метод аппроксимации в опорных точках оператора, обратного к оператору, порожденного нор- мальной производной акустического потенциала двойного слоя. На основе этого метода исследовано приближенное решение одного класса поверхностных интегральных уравнений первого рода и гиперсингулярных интегральных уравнений второго рода краевых задач для уравнения Гельмгольца проекционными ме-  тодами. Кроме того, построены последовательности, сходящие  к точным решениям рассматриваемых краевых задач, и даны оценки погрешности. Основные результаты этой главы опубли- кованы в работах автора [15, 21, 23, 27, 28, 30, 31].
Пусть 
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. В ранее упомянутой книге Д.Колтона и Р.Кресса доказано, что потенциал двойного слоя  
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 есть решение гиперсингулярного интегрального уравнения пер- вого рода

                   
[image: image550.wmf]g

T

2

=

j

.                                         (22)

Отметим, что оператор 
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Следовательно, оператор 
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Лемма 1. Если 
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Теорема 16.  Если 
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является приближенным значением решения 
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Следствие 5.  Пусть 
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сходится к значению 
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 внутренней (внешней) краевой  задачи Неймана для  уравнения  Гельмгольца в точке 
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Теперь исследуем приближенное решение граничного интег- рального уравнения первого рода внутренней и внешней крае- вых задач Дирихле для уравнения Гельмгольца. Пусть 
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 ограниченная область с дважды непрерывно дифференцируемой границей 
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, а 
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заданная непрерывная функция на 
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. В ранее упомянутой книге Д.Колтона и Р.Кресса показано, что потенци- ал простого слоя
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с непрерывной плотностью 
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 является решением внутренней и внешней краевых задач Дирихле, если 
[image: image606.wmf]j

 является решением интегрального уравнения 
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Следует указать, что оператор 
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Однако теорема 4 показывает, что если 
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Как видно, использование представления (24) для исследования приближенного решения уравнения (23) неудобно в том смысле,
что дополнительно приходится проверять выполнение условия
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Поэтому необходимо получить другое представление для реше- ния уравнения (23). Если 
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представляет собой обратный оператор к 
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Тогда решение уравнения (23) имеет вид 
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Разбивая 
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Теорема 17.  Пусть 
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Следствие 6.  Пусть 
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Теперь перейдем к обоснованию метода коллокации для ги- персингулярных интегральных уравнений второго рода для внешней краевой задачи Неймана и для краевой задачи уравне- ния Гельмгольца с импедансным условием.
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причем полученное уравнение рассматривается в пространстве
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Пусть 
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Теорема 18.  Выражение 
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в точках 
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Теорема 19.  Выражение 
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 в точках 
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Используя кубатурные формулы (27) и (28), уравнение (26) заменяем системой алгебраических уравнений относительно 
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Теорема 20. Уравнения (26) и (29) имеют единственные решения 
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Следствие 7. Пусть 
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 является решением системы алгебраических уравнений (29) и 
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сходится к значению 
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Пусть 
[image: image728.wmf]-

Ì

3

R

D
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Пусть 
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причем  полученное  уравнение  рассматривается в пространстве 
[image: image741.wmf](

)

S

C

 , где

[image: image742.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

j

h

h

h

h

j

L

f

K

f

i

T

T

i

K

I

f

i

A

i

A

+

+

-

+

-

-

-

=

0

0

~

1

1

~

,

   
[image: image743.wmf]g

A

i

g

B

0

2

~

h

=

.
Как и ранее разобьем 
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Используя кубатурные формулы (32) и (33), уравнение (31) за- меняем системой алгебраических уравнений относительно 
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Теорема 21. Уравнения (31) и (34) имеют единственные решения 
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Следствие 8.  Пусть  
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  является  решением  системы алгебраических уравнений (34)  и 
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Выводы

Диссертационная работа посвящена исследованию проекци- онно–сеточными методами приближенных решений поверхност- ных интегральных уравнений краевых задач для уравнения   Гельмгольца.

Основные результаты диссертации состоят в следующем: 

1. Доказана ограниченность оператора, порожденного пря- мым значением производной акустического потенциала просто- го слоя в обобщенных пространствах Гельдера.

2. Дана практичная формула для вычисления производной акустического потенциала двойного слоя и доказана ограничен- ность оператора, порожденного производной акустического по- тенциала двойного слоя в обобщенных пространствах Гельдера.

3. Построена кубатурная формула для одного класса слабо сингулярных поверхностных интегралов.

4. Дан метод построения кубатурной формулы для поверх- ностного сингулярного интеграла, и на основе этого метода пос- троена кубатурная формула для прямого значения производной акустического потенциала простого слоя и для нормальной производной акустического потенциала двойного слоя.

5. Дано обоснование метода коллокации для одного класса слабо сингулярных поверхностных интегральных уравнений внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца.

6. Дано обоснование метода коллокации для системы по- верхностных интегральных уравнений краевой задачи сопряже- ния для уравнения Гельмгольца.

7. Дан метод аппроксимации в опорных точках оператора, обратного к оператору, порожденному нормальной производной акустического потенциала двойного слоя. На основе этого мето- да исследовано приближенное решение одного класса гиперсин- гулярных поверхностных интегральных уравнений первого и второго рода.  
Основные результаты диссертации опубликованы
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