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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы и степень разработки. Данная 

диссертация посвящена решению прямой и обратной задачи для 

операторов Шредингера с комплекснозначными, периодичес-

кими потенциалами в различных постановках.  

В различных разделах математической физики, в 

частности, в неэрмитовой квантовой механике и теории 

кристаллов возникает необходимость изучения дифференциаль-

ных операторов с комплекснозначными и периодическими 

коэффициентами.   

Главная идея неэрмитовой квантовой механики состоит в 

том, что величины, измеряемые в эксперименте, всегда 

описываются вещественными, а не комплексными числами, 

поэтому каждой наблюдаемой величине ставится в соответствие 

оператор, действующий в пространстве векторов состояния, 

собственные значения которого и есть результаты измерения.  

Наше требование при конструировании операторов состоит в 

том, что их собственные числа должны быть вещественными. 

Реализация неэрмитовой квантовой механики состоит в замене 

эрмитого сопряжения на преобразование PT-симметрии. 

Преобразование P – симметрии (отражение пространственных 

координат) состоит, например в замене знака перед оператором 

координаты, а преобразование T -симметрии (обращение 

времени) состоит в изменении знака импульса (но не 

координаты), а также замены i
 

на i . Потенциалы, 

рассмотренные в диссертационной работе, имеют вид 

,)(
1







n

inx
neqxq  

где для чисел nq  выполняются определённые условия, и 

являются PT -симметричным при ,nn qq   т.е. .)()( xqxq   

Эти потенциалы впервые были рассмотрены в работе 

М.Г.Гасымова, а для оператора Шредингера в различных 

постановках был исследован в работах И.М.Гусейнова, 
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А.Оруджева, Е.Оруджева, V.Guillemin и A.Uribe, R.Carlson, 

K.Shin, Л.Пастур, В.Ткаченко и Фегана.  

 В диссертационной работе рассматриваются в основном 

три направления. 

1. Изучаются обратные задачи для пучка дифференциальных 

операторов, а также для операторов высокого порядка с 

комплекснозначным периодическим потенциалом. Эти случаи 

отличаются большой сложностью. Оказалось, что задача типа 

Гурса для операторов преобразования является некорректной и 

имеет решение в общем случае лишь для уравнений с 

аналитическими коэффициентами. В связи с этим большой 

интерес представляет выделение некоторых классов 

обыкновенных дифференци-альных операторов, для которых 

существует операторы преобразования. 

2. Изучаются обратные задачи для разного типа разрывных 

дифференциальных операторов с комплекснозначным периоди-

ческим потенциалом. В связи с важными приложениями в 

квантовой физике представляет интерес исследование 

спектральных характеристик разрывных дифференциальных 

операторов. Как правило, рассматриваемые задачи связаны с 

разрывными свойствами физических характеристик среды. 

3. Изучаются задачи рассеяния на квантовых графах. Задача 

Хилла с комплекснозначным потенциалом на квантовых графах 

возникает в самих разнообразных задачах естествознания - от 

систем волноводов и нейронных сетей до дискретно-

непрерывных аппроксимаций лапласиана на римановом 

многообразии.  

Объект и предмет исследования. Основным объектом 

диссертационной работы является спектральный анализ 

несамосопряженного оператора. Предмет исследования есть 

решение прямых и обратных задач оператора Хилла в разных 

постановках.  

 Цель и задачи исследования.    

1. Решение задачи характеризации, т. е. полной обратной задачи 

для пучка дифференциальных операторов. 
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2. Исследование спектральных характеристик, а также решение 

обратной задачи для дифференциальных уравнений высокого 

порядка со спектральным параметром полиноминально 

входящим в уравнения. 

3. Исследование индефинитной спектральной задачи для 

оператора Хилла по двум спектрам.  

4. Решение обратной задачи для волнового уравнения с 

разрывной скоростью. 

5. Изучение распространения волн в неконсервативной среде 

путём исследований спектральных характеристик пучка 

дифференциальных операторов с дельта образным потенциалом.  

6. Исследование распространения волн на ветвящихся струнах 

путём исследования спектральных характеристик оператора 

Шредингера на квантовых графах.  

 Методы исследования.  

 В диссертационной работе использованы методы 

спектральной теории операторов, теории функций комплексного 

переменного, теории дифференциальных уравнений и 

уравнений математической физики. 

 Основные положения, выносимые на защиту:  

 полные обратные задачи для пучка дифференциальных 

операторов 

 обратные задачи для дифференциальных уравнений 

высокого порядка со спектральным параметром 

полиноминально входящим в уравнения 

 обратные задачи для разного типа разрывных 

дифференциальных операторов с комплекснозначным 

периодическим потенциалом 

 задачи рассеяния на квантовых графах 

 Научная новизна исследования. Получены следующие 

основные результаты.  

 Получены необходимые и достаточные условия для того, 

чтобы заданная последовательность комплексных чисел была 

набором спектральных данных операторного   пучка второго 
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порядка и для дифференциальных операторов высокого 

порядка. 

 Решена прямая и обратная задача спектрального анализа для 

обыкновенных дифференциальных уравнений порядка n2   с 

полиноминально входящим спектральным параметром. 

Показано, что спектр операторного пучка является 

непрерывным и заполняет лучи  ,12.0,0:  mjkk j где   

,exp 









n

ij
j


  а на непрерывном спектре имеются 

спектральные особенности, которые совпадают с числами вида  

.,3,2,1,12.0,
2

 nmj
n j

 По обобщённым нормировочным 

числам решена обратная задача восстановления коэффициентов. 

 Решена обратная задача для оператора Шредингера со 

комплекснозначными периодическими потенциалами и 

разрывным коэффициентом на всей вещественной оси. 

Исследованы основные характеристики фундаментальных 

решений, изучен спектр оператора. Сформулирована обратная 

задача, доказана теорема единственности, предложена 

конструктивная процедура решения обратной задачи 

 Классическая задача Хилла, с комплексным потенциалом 

распространена на звёздный и петлеобразный графы. Дано 

определение оператора Хилла на таких графах. Оператор 

определяется комплексными, периодическими потенциалами и 

используется специальные граничные условия, связывающие 

значения функций в вершинах. Дано явное описание вида 

резольвенты и точно описан спектр, решена обратная задача по 

коэффициентам отражения. 

 Теоретическая и практическая ценность 

исследования. Даны математические методы для исследования 

различных прямых и обратных задач для оператора Хилла с 

комплексным потенциалом.  Впервые исследовано полное 

решение обратной задачи для пучка дифференциальных 
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операторов с комплексными периодическими потенциалами, 

решена обратная задача по нормировочным числам для 

оператора высокого порядка с полиноминально входящим 

спектральным параметром. Исследованы различные разрывные 

обратные задачи. Результаты, полученные для классической 

задачи Хилла, обобщены на квантовые графы. Полученные 

результаты диссертации могут  найти  применения  в  теории  

прямых  и  обратных  задач математической и квантовой физики. 

 Апробация и применение: Результаты диссертации 

докладывались на общеинститутском семинаре Института 

Математики и Механики НАН Азербайджана (акад. Ф.Г.Максу-

дов), на семинаре отделов "Негармонический анализ" (чл-корр. 

НАНА, проф. Б.Т.Билалов), "Функциональный анализ" (проф. 

Г.И.Асланов) и "Дифференциальные уравнения" (проф. 

А.Б.Алиев) ИММ НАНА, на кафедре "Прикладная математика" 

Бакинского Государственного Университета (акад. М.Г.Гасы-

мов), в Институте Прикладной математики Бакинского Государ-

ственного Университета (рук. акад. Ф.А.Алиев), в Университете 

Нант (проф. A.Nachaoui, Франция,  2011), в Политехническом 

Университете Валенсия (проф. Луиса Гарсиа Раффи, Испания, 

2016), на семинаре по дифференциальным уравнениям Универ-

ситета Масарюк, Брно,  (Чехия,2017), в Университете Кеел, (рук. 

проф. Ю.Каплуновa, Англия, 2017, 2019), а также на 

международной конференции по некорректным и обратным 

задачам, посвященной 70-летию академика М.М. Лаврентьева 

(5-9 августа 2002 г. Новосибирск, Россия), на 38-й ежегодной 

иранской математической конференции (03-10 сентябрь, 2007, 

Зенджан, Иран), III конференция мирового математического 

общества тюркских стран (30 июня - 4 июля, 2009, Баку, 

Азербайджан), Болгарско-турецко-украинская научная конфе-

ренция «Математический анализ, дифференциальные  

уравнения и их приложения» (15-20 сентября, 2010, Солнечный 

берег, Болгария), на международная конференции по 

функциональному анализу, посвящённая 90-летию В.Е.Лянце 

(3-10 ноябрь 2010, Львов, Украина), VI съезд Тюркского 
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всемирного математического общества (11-13 июля -2018, Баку, 

Азербайджан).  

 Личный вклад автора. Все выводы и полученные 

результаты, а также методы исследования принадлежат автору.  

- Решена полная обратная задача для операторных пучков 

второго порядка и для операторов высокого порядка;   

- Решены спектральные задачи для разрывных спектральных 

задач; 

- Классические результаты, полученные для операторов с 

комплексными периодическими потенциалами, распространены 

на звёздный и петлеобразные графы. 

 Публикации. По теме диссертации опубликовано 35 

научных работ. Публикации в изданиях, рекомендованных ВАК 

при Президенте Азербайджанской Республики -24, тезисы 

докладов -11.  

Наименование учреждения, где выполнена диссерта-

ционная работа: Институт Математики и Механики НАН 

Азербайджана. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная 

работа состоит из титульной страницы (645 знаков), содержания 

– (3524 знаков), введения- (75000 знаков,) четырёх глав (I глава 

– 122000, II глава-38000, III глава-76000, IV глава - 84000), 

выводы (1832) и списка литературы, содержащего 140 

наименований. Общий объем диссертации состоит из 401.001 

знаков. 

 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

 Диссертация состоит из введения, четырёх глав и списка 

используемой литературы. 

 Во введение обосновывается актуальность темы 

исследования и показан степень ее разработанности, 

сформулирована цель и задача исследования, приведена научная 

новизна, отмечена теоретическая и практическая ценность 
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исследования, а также представлена информация об апробации 

работы.  

 В первой главе диссертации решается задача 

характеризации, которая заключается в определении 

необходимых и достаточных условий на данные рассеяния так, 

чтобы восстановленные потенциалы принадлежали 

определенному классу. 

 Вводится класс 2Q  всех 2  периодических комплекс-

нозначных функций на вещественной оси R , принадлежащих 

пространству ]2,0[2 L  и его подкласс ,2
Q  состоящих из 

функций вида  

.)(
1







n

inx
neqxq                                   (1) 

 Объектом исследования является несамосопряжённый 

операторный пучок, L  порождённый дифференциальным 

выражением 

2

2

2

)()(2,  







xqxp

dx

d

dx

d
l                   (2) 

 в пространстве   ,2L  с потенциалами ,)(),( 2
Qxqxp  для 

которых выполняются условия  







1

;
n

n ppn  





1n

n qq                        (3) 

 -спектральный параметр. 

 В 1.1.2 исследуется аналитические свойства решений 

уравнения ,0Ly  для чего явно строится фундаментальная 

система решений уравнения  

)()()()()(2)( 2 xyxyxqxyxpxy                          (4) 

 Теорема 1. Пусть потенциалы )(),( xqxp  принадлежат к 

пространству ,2
Q  для которых выполняются условия (3). Тогда 

дифференциальное уравнение (4) имеет частные решения, 

представимые в виде 
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  














 















11 2
1,

n n

xin

n

inx
n

xi e
n

V
eVexf






               (5) 

Здесь 
nV , 

nV   числа, для которых сходятся ряды 

 















1

2

1

;
1

n
n

n n
n VnV

n 
                          (6) 

 Из представления (5) вытекает, что  ,xf   является   

голоморфной функцией по   и может иметь полюсы первого 

порядка в точках 3,2,1,
2

 n
n

          

 Лемма 1. При ,2/,0 n   функции  ,xf   

образуют фундаментальную систему решений уравнения (4).  

Показано, что при обозначении   

       









 
n

xnixi
n

n
n eeVxfnxf







 2/

2/
,2lim         (7) 

имеет место соотношение  

 .2/,)( nxfSxf nn                                    (8) 

Сравнение формул для этих выражений показывает,  
  nnn VS                                              (9) 

 Определения 1. Последовательность,  

1nS  построенная 

с помощью формул (9) называется набором спектральных 

данных оператора L  с потенциалами 2)(),( Qxqxp .  

 Теорема 2. (основной результат этой главы). Для того 

чтобы, заданная последовательность комплексных чисел  

1nS  

была набором спектральных данных оператора L  с 

потенциалами 2)(),( Qxqxp  необходимо и достаточно, 

одновременное выполнение условия 

1.                        






1n
nSn                                    (10) 
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2. Бесконечный определитель 

 
  
















1,
1

22
4

det

mn
k

z
kn

iz
km

i
km

nm ee
knkm

ss
zD          (11) 

существует, непрерывен, не обращается в нуль в замкнутой 

полуплоскости  0Im:  zzC  и аналитичен внутри открытой 

полуплоскости  0Im:  zzC . 

В 1.1.3 рассматривается  обратная задача теории 

рассеяния. Сначала исследуется спектральные свойства 

оператора L , которые основаны на исследовании решений 

Флоке уравнения  

).()()()()(2)( 2 xyxyxqxyxpxy    

Так как  2, Qpq  аналитически продолжается в верхнюю 

полуплоскость  0Im:  zz , то конечно удобно перейти к 

рассмотрению (1) для всех x . Полагая в нем ,itx   

, i ,),()(  RtxytY  приходим к уравнению  

)()()()()(2)( 2 tYtYitqtYitptY                 (12) 

 в котором  







1

)()(
n

nt
nepiitiptp                             (13) 

.)()(
1







n

nt
neqitqtq                            (14) 

 В результате получается уравнение (12), потенциалы 

которого экспоненциально убывают при t . Откуда следует, 

возможность применения хорошо известной в теории обратных 

задач метода операторов преобразования.  

 Согласно определению оператора преобразования, 

привязанного к бесконечности решение  ,tf  уравнения (12) 

может быть представлено в виде  
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   



 

t

uiti dueutKettf .,)(,            

    

 (15) 

Сравнивая формулы (15) и (12) имеем   

  ( ) /2

1

1
,

2

t u t n

n

n n

K t u V e e
i






 
    

 

                     (16) 

  




 
1

1
n

nt
n eVt                                  (17) 

 Функции  utK , - ядро оператора преобразования и 

 t  в нашем случае строится конструктивно.  

Таким образом, доказана следующая теорема. 

 Теорема 3. Функция  t  и ядро  utK , , tu   

привязанного k  оператора преобразования уравнения (12) 

допускают представление (16) и (17) соответственно, в котором 

ряды  










1

1

n n
nV

n 
  и 







1

2

n
nVn  сходятся.    

 Далее изучены вопросы разрешимости основного 

уравнения и единственность решения обратной задачи.  

 В 1.2 решается полная обратная задача для оператора 

высокого порядка 1L  порождённой дифференциальным   

выражением

 





22

0

)()2( )()()()1()(
m

mm xyxPxyyl



                      (18) 

в пространстве   ,2L  с потенциалами 2)( QxP , где 2
Q  

состоит из функций вида  

;)(
1







n

inx
nePxP    










22

0 1

n

n
nPn




                      (19) 

и является подклассом класса 2Q  всех 2 периодических 

комплекснозначных функций на вещественной оси ,R  

принадлежащих пространству  2,02L .  
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 В этом параграфе введены некоторые известные факты и 

понятия, которые используется в решении поставленной задачи, 

а также сформулирован основной результат. 

 Теорема 4. Для того, чтобы заданная последовательность 

комплексных чисел   12,

1,1

~ 



m

jnnjS  была набором спектральных 

данных оператора 1L  порождённой дифференциальным 

выражением (18) необходимо и достаточно одновременное 

выполнение условия  

1)   1

12,

1,1

~
lSn

m

jnnj 



                                                                 (20) 

2) бесконечный детерминант 

 

 
   






















1,

12

1,

11

12
11

~
1

det

)(

nr

m

lj

z
r

iz
n

i

jjl

njj

mrn
lj ee

nr

Si
E

zD












 (21) 

существует, непрерывен, не обращается в нуль в замкнутой 

полуплоскости  0Im:  zzC  и аналитичен внутри открытой 

полуплоскости  0Im:  zzC . 
Прямая и обратная задача спектрального анализа для 

одного класса дифференциальных уравнений чётного порядка с 

полиноминально входящим спектральным параметром решается 

в параграфе 1.3.1.  

 Рассмотрен дифференциальный операторный пучок 

)(2 kL  порождённый выражением вида  

   





22

0

2)()2( ),()(,)(1)(
m

mmm
xykxykxPxyyl




      (22) 

где  

   









12

0 1

,




m

s n

inxs
sn ekpkxP                                (23) 
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и ряд    

  













22

0

12

0 1

m m

s
sn

n

s pn





                                  (24) 

сходится, а k  является спектральным параметром. 

 Построена резольвента и изучен спектр операторного 

пучка  )(2 kL
 
с помощью теоремы 

 Теорема 5. Операторный пучок )(2 kL  имеет чисто 

непрерывный спектр, который заполняет лучи 

,exp,12.0;0:


















m

ij
mjkk jj


  

а на непрерывном спектре могут быть спектральные 

особенности, которые совпадают с числами вида ,2,1,
2

n
n j

. 

 Получено разложение по собственным функциям, а также 

решена обратная задача с помощью следующей теоремы 

Пусть  

  

   
,

11

1
max

,1
121

jjj

j

rn
mlj

m
nr

rn
a













 

 









12

0

12

0

22
m

v

m

j
jvn

m
n SnS

 
 Теорема 6.  Пусть для заданных чисел ,12.0,  mjS nj  

Nnmv  ,12.0  выполняются следующие условия  







n

nSn
1

 






 
1

1 1
1

4
n

n
m

m

n

S
a   

 Тогда существуют функции   ,22.0,,  mkxp   вида 

(23) для которых выполняется условие (24) и числа njS   
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являются “обобщёнными нормировочными числами” оператора 

с восстановленными коэффициентами. 

 В 1.4 решается задача определения оператора Хилла по 

двум спектрам. Рассматривается   дифференциальное уравнение  

 20,)( 2  xyyxqy ,                         (25) 

)(xq является комплексной периодической функцией вида (1), 

(3) с краевыми условиями  

  ,02)0(  yy
                                   

(26)    

  .02)0(  yy                                    (27)  

Вводятся  n  и  n собственные значения задач (25), (26)   и 

(25), (27) соответственно. Оказывается, что, если   ,x  и 

  ,x  решения уравнения (25) удовлетворяющие начальным 

условиям 

   
    ,1,0,0,0

,0,0,1,0








 

то собственные значения краевых задач (25), (26)   и (25), (27) 

совпадают соответственно с нулями функций  

    ,21   и    .,22    

 Теорема 7. Потенциал )(xq  единственным образом 

определяется с помощью спектров  n  и  n  задач (25), (26)   

и (25), (27) соответственно. 

Глава II посвящена изучению индефинитных 

спектральных задач для потенциалов, линейно зависящих от  ,  

так называемых, энергия зависящих потенциалов, т. е. пучок 3L  

несамосопряжённых дифференциальных операторов, порождён-

ных формальным дифференциальным выражением  

  















)()(2

1
,

2

2

xqxp
dx

d

xdx

d
l 


  
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 в пространстве  2 ,L   . Здесь   является комплексным 

числом, а коэффициенты  )(),( xqxp  определяются как (1), (3), а 

для  x  выполняется 

 









.01

,01

xпри

xпри
x                             (28) 

 В 2.2 изучены специальные решения уравнения 

)(, 2 xy
dx

d
l  








 с помощью следующей теоремы  

 Теорема 8. Пусть )(),( xqxp  имеет соответственно вид 

(1), (3) и для  x  удовлетворяется условие (39).   

Тогда уравнение 

  )()()()()()(2 2 xyxxyxqxyxpxy              (29) 

имеет решение вида  

  







   















1 11
2

1
1,

n n n

xi
n

inx
n

x eV
in

eVexf











 

0xпри  

  







   















1 12
2

1
1,

n m n

xi
n

inx
n

x eV
in

eVexf











 

0xпри  

где числа 
nV  и 

nV  определяются из рекуррентных соотноше-

ний и при этом ряды   

 






1

1
n nn

V
n


  








1

2

n nVn

 
сходятся. 

 Легко заметит, что функции   ,,1 xf   ,,1 xf     ,,2 xf   

 ,,2 xf   образуют фундаментальную систему решений 

уравнения (29) при   
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2
,0

n
   и .

2

in
  

Затем, используя условия сопряжения 

)0()0(

)0()0(





yy

yy
 

мы получаем, что каждое решение уравнения (29) можно 

представить в виде линейных комбинаций этих решений 

          ,,, 1121112 xfCxfCxf   0xпри       (30) 

          ,,, 212121221 xfCxfCxf   0xпри       (31) 

Используя (30), (31) получаем, что для коэффициентов  21C , 

 22C   верны соотношения  

        12211122 ; iCCiCC   

Положим 

      








 
n

x
n

ii
xi

n
n

n eeVxfnxf







 2
1

2

,2lim


 

      Установлено, что функции 








2
,1

n
xf   и )(xfn

  линейно 

зависимы.  

 Следовательно,  









 

2
,)( 11

n
xfSxf n                               (32) 

Анализ формулы (32) показывает, что .  nnn VS  

 В 2.3 изучен спектр оператора ,3L  в пространстве 

 .,2 L Поделим  - плоскость на сектора  

 












 3,0,
2

1
arg

2
k

kk
Sk





 

Имеет место следующая представление для ядра резольвенты 

оператора 3L .  
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0

21

21

21

11
),(),(

),(),(

],[

1
),,( S

xtxftf

xttfxf

ffW
txR 






















  

1

21

21

21

12
),(),(

),(),(

],[

1
),,( S

xtxftf

xttfxf

ffW
txR 






















         

2

21

21

21

21
),(),(

),(),(

],[

1
),,( S

xtxftf

xttfxf

ffW
txR 






















  

3

21

21

21

22
),(),(

),(),(

],[

1
),,( S

xtxftf

xttfxf

ffW
txR 






















                  

 Непосредственно из вида резольвенты можно получить 

то, что для всех   вне    0Im0Re     и   ,011 C  

  ,011 C  резольвента оператора ,3L    12
3


 ILR  , 

существует и ограничена. 

 Теорема 9. Оператор 3L  не имеет действительных и 

чисто мнимых собственных чисел. Непрерывный спектр 

заполняет оси 0Re   и 0Im  , на которых могут быть 

спектральные особенности, совпадающие с числами вида  

,2,1,
2

,
2

n
nin

 Собственные значения оператора 3L  ограни-

чены и совпадают с нулями функций    ,, 1111  CC   ,12 C  

 12C  на секторах  
 












 3,0,
2

1
arg

2
k

kk
Sk





 

соответственно.  

 Определение 2. Набор величин      1211 ,CC  называ-

ется спектральными данными оператора 3L . 

 Теорема 10. Все числа   nVn ,  и 
V  могуть быть 

определены единственным образом  с помощью чисел  .
nnV  
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Третья глава посвящена исследованию спектральных 

свойств разрывных дифференциальных уравнений.  

 В 3.1 состоит из четырёх частей, где решаются 

разрывные обратные задачи спектрального анализа. 

Рассмотрим оператор 4L  порожденной 

дифференциальным выражением  

  












 )(

1
2

2

xq
dx

d

x
 

в пространстве   ,,2 xL   

 Решается обратная задача спектрального анализа для 

волнового уравнения с разрывной волновой скоростью. Для 

этого рассмотрено дифференциальное уравнение 

  )()()()( 2 xyxxyxqxy     
                   

(33) 

в пространстве   ,,2 xL   в предположении, что 

потенциал )(xq определяется с помощью (1), (3), и     

 









0,1,0

,01

2 


xпри

xпри
x  

а   является комплексным числом. 

 В 3.1.2 изучены основные свойства специальных 

решений уравнения (33).  Показано, что уравнение 

  )()()()( 2 xyxxyxqxy   

имеет решения вида 

  0
2

1
1, 11 










  








 xприeV

n
exf n n

xi
n

xi








  

  0
2

1
1,

12 







  









 xприeV
n

exf
n n

xi
n

xii












  

где числа nV  определяются из рекуррентных соотношений 

  


  


  nVqVn
ns nssn 1,0
1

 







1
0




ns n qV
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при этом сходится ряд 

 






1

1

n n
nV

n 
  

Отметим, что функции  ,1 xf   и   ,1 xf 

 
 ,1 xf     ,2 xf   и 

 ,2 xf 

 
и

 
линейно независимы и их вронскиан равен 

  ii 22  . 

 Тогда каждое решение уравнения (33) может быть 

представлено как линейная комбинация этих решений. 

          ,,, 1121112 xfCxfCxf   0xпри  

          ,,, 212121221 xfCxfCxf   0xпри  

 

Коэффициенты   2,1,, jiCij   выражается через Вронскиан 

решений  ,1 xf   и  .,2 xf   Действительно 

      ,,0,,0
2

1
1211 


  ffW

i
C  

      ,,0,,0
2

1
2112 


  ffW

i
C  

   ,
1

1122 


  CC    .
1

1221 


 CC   

В соответствии с физическим смыслом решений   ,1 xf   

и  ,2 xf   назовем коэффициент 
 
 






12

11

C

C
амплитудой коэффи-

циента отражение направо, а 
 12

1

C
 и 

 21

1

C
-амплитудами  

коэффициентов прохождения.  

Лемма 2. Собственные значения оператора 4L  конечны и 

совпадают с квадратами нулей функций     1212 ,CC  из 

секторов 1,0, kSk  соответственно. Показано, что для 

оператора 4L  порожденной дифференциальным выражением  
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  












 )(

1
2

2

xq
dx

d

x
 

в пространстве   ,,2 xL   ядро резольвенты  IL 2
4   при  

0Im   имеет вид 

 
 

   

   














xtприxftf

xtприtfxf

C
txR








,,

,,1
,,

21

21

12

11  

а при  0Im   

 
 

   

   
















xtприxftf

xtприtfxf

C
txR








,,

,,1
,,

21

21

12

12  

 Таким образом,     12
4,,2


 ILtxR 


 существует и 

ограничено при всех 2  вне положительной полуоси и 

  .012 C  При этом доказано, что коэффициент  ,12 C  

является аналитической функцией при 0Im   и имеет 

ограниченное число нулей,  более того если   ,012 nC   и 

        







 .,, 2112 dxxfxfxiC

d

d
nnn


   

 Получаем что, собственные значении оператора 4L  

конечны и совпадают с квадратами нулей функций 

    1212 ,CC  из секторов ,1,0, kSk  соответственно. 

 Отметим, что можно получить полезное в дальнейшем 

отношение   

  1lim2 12
Im







C  

 Теорема 11. Спектр оператора 4L  является веществен-

ным, чисто непрерывным и заполняет полуось  ,0 , а на 

непрерывном спектре могут быть спектральные особенности 

первого порядка, которые совпадают с числами вида 

    ,2,1,2/,2/
22

nnn    
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 Вопрос разложения по собственным функциям 

рассмотрен в параграфе 3.1.3, где доказано, что для 

произвольной функции )(x  принадлежащей пространству 

 )(,,2 xL   имеет место следующее разложение по 

собственным функциям 

   
   

  


 












0

,,
2

,,
)()(

2

1
)( 11

2212

11 txGd
CCi

tfxf
tt

i
x n







 

    dt
n

txFntfnxfV
in

nn 











 

2
,,2/,2/,

2
11  

 В 3.1.4 решена обратная задача для оператора 4L  по 

спектральным данным   nnVC ,12  . 

 Доказано, что спектральные данные   nnVC ,12   един-

ственным образом определяют функцию )(xq , а также число  . 

 В 3.2 рассмотрена задача о спектре несамосопряжённого 

пучка с разрывным коэффициентом.  

 Рассмотрена   спектральная   задача для операторного 

пучка 5L  с комплексными периодическими потенциалами в 

пространстве  )(,,2 xL  , порождённого дифференци-

альным выражением 

,)()(2
)(

1
,

2
















xqxp

dx

d

xdx

d
l 


               (34)                                                                          

где -  является комплексным числом, а для коэффициентов 

)(),( xqxp  выполняются условия (1), (3) и )(x  имеет вид 

 

 

 



















,

,

,1

)(

2

21
2
1

1

nn bxдля

bbxдля

bxдля

x







          

               

(35) 

где  .,,2,10 njj   
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Известно, что изучение спектральных свойств 

операторного пучка 5L  основывается на анализе решений 

уравнения 

  Rxyxyxqxpy  ,)()()(2 2                 (36) 

Получено представление о специальных решениях уравнение 

(36).  

 Теорема 12. Пусть потенциалы )(),( xqxp  имеют вид (1), 

(3) и для )(x удовлетворяется условие (35).  Тогда уравнение 

yxyL )()( 2
5    имеет решения вида 

 















   
















1 1 2
1,

n n n

xi

j

ninx
n

xi

j e
n

eexf j








  

для  1,  jj bbx , где ,,2,1,0 mj   100 ,,1 mbb числа 


n  и 

n  
определяются из рекуррентных соотношений и 

 ,xf j
  допускает дважды почленное дифференцирование.  

 Теорема 13. Спектр операторного пучка 5L  состоит из 

непрерывного спектра, заполняющего ось   , , на которой 

могут быть спектральные особенности, совпадающие с числами 

вида ,,,3,2,1,0,,
2

mjNn
n

j


















 и из конечного числа 

собственных чисел. 

В 3.3 изучено спектральный анализ одного класса 

несамосопряжённых дифференциальных операторных пучков с 

обобщённой функцией 

 Рассмотрена обратная задача для пучка 6L  несамосо-

пряжённых дифференциальных операторов, порождённых   

формальным дифференциальным выражением 

,)()()(2, 2

2
 








xxqxp

dx

d

dx

d
l  



24 

 

с обобщённой функцией, в пространстве   ,2L .  Здесь 

 x - дельта функция Дирака,  0 вещественное число,   

комплексное число, а для коэффициентов   )(, xqxp  выполня-

ется (1), (3). 

 Доказано, что спектр операторного пучка 6L  состоит из 

непрерывного спектра, заполняющего ось    , на 

которой, могут быть спектральные особенности, совпадающие с 

числами вида 
Nn

n



,20

 и не более одного собственного 

числа. 

Решена обратная задача, где ставится задача определения 

функции   )(, xqxp и   по числам  nS .  В начале, найдены 

явные связи между последовательностями   nS  и  
nV ,  nV .  

,

1

, ,n
mm m m m m

n

V
V S V S V

n m




 

   





 
   

 
  

а   определено с помощью равенства 

)0(

)0()0(

y

yy 
  

 Эти соотношения являются основными уравнениями для 

определения  q ,  p  и    по числам   nS . 

 Теорема 14. Для того, чтобы числа  nS  были 

“нормировочными” числами операторного пучка типа 6L
 

c 

потенциалом вида (1), (3) достаточно выполнение условий 











 



11

,1
1

;
m

m

m
m p

m

S
Sm   

 где 
  

 .,max   mmm SSS . 

 В 3.4 исследован спектральный анализ несамосопряжён-

ного оператора Хилла со ступенчатым потенциалом. 

 Рассматривается дифференциальное уравнение 
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)()()()( 2 xyxyxqxy                           (37) 

в пространстве   ,2L  где штрих обозначает производную 

по пространственному координату в предположении, что 

потенциал 

;
0

0
)(

1

1




























xдляeq

xдляeq
xq

n

inx
n

n

inx
n






 
1

,
n n qq  

  nn qq  а   является комплексным числом.   

Тогда уравнение 

)()()()( 2 xyxyxqxy   

имеет решение вида 


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











0),(

0),(
),(

xдляxf

xдляxf
xf




  

где 











  

 



1
,

2

1
1),(

n n

xi
n

xi eV
n

exf








  

и числа 
,nV  определяются из следующих рекуррентных 

соотношений и при этом ряд 

 
 



1

1

n n
nV

n 
  

сходится. 

Так как функции ),(  xf и ),(  xf  являются линейно 

независимыми решениями уравнения (37) соответственно для 

 0x  и 0x , то продолжая ),( xf   как решение уравнения 

используя условия сопряжения 



































)0(

)0(

10

01

)0(

)0(

y

y

y

y
 

легко видеть, что имеют место следующие равенства 

            ,,, 1211 xfCxfCxf 0xпри  
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            ,,, 2122 xfCxfCxf 0xпри  

Пусть 

    ,,2lim)( 2

2











 
n

x
n

i
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n
n

n eeVxfnxf










 

    ,,2lim)( 2

2











 
n

x
n

i
xi

n
n

n eeVxfnx










 

Тогда 









 

2
,)(
n

xfVxf nnn  и  .
2

,)( 







  n

xfVx nnn  

 В 3.4.2 доказано, что спектр оператора 












 )(

2

2

xq
dx

d
L  

 
состоит из непрерывного спектра, который заполняет полуось 

 ,0  на которой могут быть спектральные особенности, 

совпадающие с числами вида ,2,1,
2

2









n

n
  и имеет конечное 

число собственных значений, определяемые как корни 

уравнения   012 C . 

 В 3.4.3 изучена обратная задача. 

 Обратная задача: По заданным спектральным данным 

     1211 ,CC
 
построить потенциал  xq . 

 В этом параграфе даётся конструктивная процедура 

решения обратной задачи по заданным спектральным данным. 

Таким образом, по спектральным данным      1211 ,CC
 

потенциал  xq  может быть восстановлена однозначно и 

эффективно.  

Целью четвертой главы является спектральный анализ 

распространения волны в слоистой, неоднородной среде, такой 

как ветвящаяся трубка или система соединённых струн.  

В 4.1 даётся постановка прямой задачи.   
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Для изучения распространения волн на ветвящихся 

струнах мы должны рассмотреть систему уравнений 

          

          

          

          





























,,2,

,,2,

,,2,

,,2,

2

33
2

33333333

22
2

22222222

11
2

11111111

nnnnnnnnnn xyxyxqxpxy

xyxyxqxpxy

xyxyxqxpxy

xyxyxqxpxy



 

где потенциалы  kk xp  и   kk xq , ,3,2,1k имеют вид  

  









11

;,
n

kn
n

inx
knkk pnepxp k  

  









11

;,
n

kn
n

inx
knkk qeqxq k  

со следующей системой граничных условий в начальных точках 

положительной полуоси  

       

       







0,0,0,0,0

,0,0,0,0

321

321





n

n

yyyy

yyyy




         (38) 

в пространстве    


,2
1

2 k

n

k
oLGL  где используется 

обозначение  ko
 
с индексом для обозначения начальной точки 

k й положительной полуоси, а прямая сумма пространств 

обозначается через  . Штрих означает производную по 

пространственному координату и  является комплексным 

числом. 

 Для простоты получения результатов без потери 

общности в будущем мы рассмотрим случай 3n . 

    Определим пространство  GL2  

   ,2

3

1
2 k

k
NLGL


  

где  ,kk oN , со скалярным произведением 
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       ,,,
3

1
22





k

NLkkGL k
gfgf  

и рассмотрим оператор 

,
3

1
k

k
G LL


  

где 

   kkkkkk xqxpdxdL  2/ 22

 
с областью определения  

    RACxyxyxyLD kkG ,0)(),()( 

)0()0()0(,0 321 yyyRвсехдля   

  3,2,1,)(),(,0)0()0()0( 2321   kRLxyxyyyy kk  
 

  Тогда задачу можно интерпретировать как исследование 

оператора ,
3

1
k

k
G LL


 на представленном выше некомпактном 

графе.  

 Спектральная задача может быть описана следующим 

образом: 

Найти функцию  ),(),,(),,(),( 332211  xyxyxyxy kkkkk    

удовлетворяющий уравнению Штурма-Лиувилля 

    ),,(),(),(2),( 2  kkkkkkkkkkkk xyxyxqxyxpxy   (39) 

на 3,2,1, kNk , связанный в нуле обычными условиями 

Кирхгофа и дополненный начальными условиями для функций, 

  3,2,1,, kxy kk  . 

a) ky  непрерывна в узлах графа, i. е., в частности, для нашего 

графа 

                                      ;,0,0,0 321  kkk yyy                      (40) 

b) сумма производных по всем ветвям, исходящим от узла, 

рассчитанная для каждого узла, равна нулю 

      .0,0,0,0 321   kkk yyy                  (41) 
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 Для каждого фиксированного 3,2,1k  на ребре kN существует 

фундаментальная система решений  ,kk xf 

 
уравнения (39), 

которая при  Nnn  ,2/  и 0  имеет вид:  

   
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k

ninxk
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V
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
  

где   k
nV   k

nV 
   являются числами и для них сходятся  ряды  

   










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

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 
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;
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n VnVn
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Vn


  

В качестве решения задачи мы будем понимать матрицу 

    
3,2,1,

,,



jkkjk xyxY   

на некомпактном графе на основе следующих условий: 

1. ;2YYLG   

2.  ,kjk xy  является решением на луче   3,2,1,,0  kNk ; 
 

3.       jkxfTxy kkjkkjk   ,,,   

 и  

        ,3,2,1,,,,   kxfRxfxy kkkkkkkkk   

Коэффициенты jkT  и  kkR
 
можно найти, записав граничные 

условия (4.8), (4.9) для решения  ,kjk xy . Чтобы быть 

конкретным, предположим ,1k  тогда 

        ,0,=0,=)(0,)()(0, 3132121111    fTfTfRf  

        0.=0,0,)(0,)()(0, 3132121111  '''' fTfTfRf  

 

Мы решаем эти уравнения для )(11 R  , )(12 T  и )(13 T . Отмечая, 

что для Вронскиана решений ,2=)](0,),(0,[ 11  iffW   мы 

получаем 
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 В 4.2 изучены свойства спектра оператора GL . Доказана, 

что оператор GL  не имеет вещественного собственного 

значения. 

 Теорема 15. Собственные значения оператора GL  конечны и  

совпадают с нулями функции        321det fffF   где  
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Теорема 16. Спектр оператора GL  состоит из  

непрерывного спектра, заполняющего ось ,   на 

которой могут быть  спектральные особенности, совпадающие с 

числами вида .,2/ Nnn  . 

 В 4.1.2 решается  обратная спектральная задача на 

звездном графе. Обратная задача: Учитывая спектральные 

данные, коэффициенты отражения  kkR на каждом ребре  ,kN  

построить потенциалы  )( kk xp и  )( kk xq где .3,2,1k  

 Теорема 17. В каждом фиксированном ребре ,kN .3,2,1k , 

Nn , выполняется следующие отношения 

     ,2lim
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k
nnkk

n
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Показано, что  
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Эти соотношения являются фундаментальными уравнениями 

для восстановления )( knk xp и  )( knk xq  с помощью заданных 

чисел ., k
n

k
n VV 
  
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Теорема 18. Все числа   nV k
n ,  и  k

nV 
 могут быть 

однозначно определены по  известным  числам  .k
nnV 

 Теорема 19. Спецификация спектральных данных 

однозначно определяет потенциалы )( kk xp , )( kk xq на каждом 

ребре ,kN .3,2,1k  

 В 4.2 рассматривается обратная спектральная задача для 

оператора Хилла на графе петле. 

 Рассмотрим некомпактный граф G , где полупрямая, 

присоединено к петле. Граф состоит из некомпактной части 

которая является ось   xx00 , компактная часть петля 

  201  xz , длина которой ради определённости берётся 

равным 2  и из        2002  zzx    соответствую-

щий к точке прикрепления.

 Мы будем исследовать спектральную задачу 

описывающее одномерное рассеивание квантовой частицы на 

графе  G  

    2
2 \,0  GXYXqY                   (42) 

     ,200  zYzYxY  

      0020000  zYzYxY . 

В (42) дифференцируемость относительно X  понимается 

как дифференцируемость относительно x , если 0X  а 

дифференцируемость относительно z , когда 1X . На 

вершине графа дифференцируемость не определена. Мы 

предполагаем, что, потенциал  Xq  определен как 

 
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с условием, что ;2,1,
1





kq

n kn  а   является cпек-

тральным параметром.  

 Решение спектральной задачи (42) будем искать как  

 
 

 








1

0

,,

,,
,






Xzu

Xxy
XY  

на некомпактном графе G  при условии, что выполняются 

следующие условия. 

1. ;2YLY      

2.         ,,, 11 xfRxfxy     

где  11R  есть коэффициент отражение и  

  









  







1

0

2

1
1,

n n

xi
n

xi eV
n

exf








  

при этом числа 0
nV  определяются из следующих рекуррентных 

соотношений 
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




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для которых ряды  

  









1
;

1
0

n n nVn
n 


  

 
1
0

n nVn  

сходятся. Заметим, что в нашем случае справедливо следующее 

отношение 

    









 2
,,2lim 0

2

n
xfVxfn nn

n








  

 Для того чтобы, построить решение  ,zu  на 

компактной части графа - 1  мы построим функцию Грина 

оператора на петле. 
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 Функция Грина на петле может быт построена с 

помощью фундаментальных решений     ,,, zz  удовлетво-

ряющие следующим условиям    

   
    .0,0,0

1,0,0








 

 При этом граничными условиями для функции Грина на 

петле являются условия  

   
   
   














 





,,lim,,lim

,,2,,0

,,2,,0

00 yzGyzG

yGyG

yGyG

yzyz

              (43) 

Функция, необходимая для построения решения 

спектральной задачи на петле имеет вид 

   
 

   
 


 




 ,

2,,

,
,,,0, zzGzG  

 
   

 .,
2,,

,1





z




  

Таким образом, мы можем искать решение спектральной задачи 

следующим образом 

 
     

 








1

011

,,0,

,,
,






XzG

XxfRxf
XY  

где  постоянная. 

Тогда используя граничные условия (42) имеем  

          ,0,2,0,0,0,0 11 GGfRf   

           .0,0,00,0,00,0,0 11   GGfRf  

Принимая во внимание условия (43) для функции Грина на 

петле имеем  

        ,0,0,0,0 11 GfRf   

      .,0,0 11   fRf  

Таким образом  

               ,0,0,0,0,0,0 1111 GfRffRf   
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или  

 
     
     

,
,0,0

,0,0
,0,0

11

11











fRf

fRf
G  

а для коэффициента отражения имеем  

 
 
 

.
,0

,0
11






f

f
R




  

 

 Основная идея решения обратной задачи для 

рассматриваемой системы сводится к решению двум 

независимым проблемам восстановления потенциала 

 )(),()( 21 zqxqxq   а именно, восстановление потенциалов  

)(),( 21 zqxq  по отдельности  на ребрах 0  и 1  соответственно. 

Так как коэффициенты  11R   можно найти, используя условия 

соответствия  

 2)0()0( uuy   

и  

  002)00()00(  uuy  

в центральной вершине, естественно сформулировать обратную 

задачу – восстановление потенциала )(xq  на некомпактном 

графе G  по коэффициенту отражения, по множеству 

собственных значений задач Дирихле 

       
   








0,2,0

2,0,,,)(, 2
2





uu

zzuzuzqzu
 

и Неймана 

       
   








0,,0

2,0,,,)(, 2
2





uu

zzuzuzqxu
 

 Обратная задача: Учитывая спектральные данные: 

множество собственных значения задач Дирихле и Неймана, а 

также коэффициента отражения  11R , построить потенциал 

 )(),()( 21 zqxqXq    на графе петле. 
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 Теорема 20. Спецификация спектральных данных 

однозначно определяет потенциал )(Xq  на графепетле.  

 В 4.3 рассматривается обратная спектральная задача для 

оператора Дирака на звёздном графе.  

 Рассмотрим некомпактный граф G  с единственной 

вершиной, в которой соединен конечное число рёбер 

  ,,,2,1;, njoN jj   где используется обозначение jo , с 

индексом для обозначения начальной точки -й положительной 

полуоси.  

 Определим пространство    ,212 j
n
j NLGL   со 

скалярным произведением  

   



n

j
GLGL gfgf

1
)()( .,,

22
 

и рассмотрим оператор GL  

  ,12 j
n
j LGL   

где   

 ,jj

j

j x
dx

d
BL   

,
01

10










B  

 
   
   jjjj

jjjj

jj
xpxq

xqxp
x


                            (44) 

в котором потенциалы имеют вид  

    









1 1

,;
n n

inx

jnjj

inx

jnjj
jj eqxqepxp  






1n

jnjn qp  

с областью определения  
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 

  
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Тогда задачу можно интерпретировать как исследование 

оператора   

,
1

j

n

j
G LL


  

на некомпактном графе.  

Спектральная задача может быть описана следующим образом. 

 Найти вектор          ,,,,,, 332211 xyxyxyxy jjjjj   где 

 ,kjk xy  есть решение  уравнения Дирака  

  jjjjj yyxyB 2                                (45) 

на ребре   ,,2,1;, njoN jj   для которых выполняются 

следующие условия: 

1. jy  непрерывна в узлах графа, в частности, в нашем случае  

       ;0000 321 jnjjj yyyy    

2. Сумма производных по всем ветвям, исходящих от узла, 

рассчитанная для каждого узла равна нулю  

        ;00000 321 
jnjjj yyyy   

В качестве решения задачи мы будем понимать матрицу  

   
3,2,1,

,,



kjkjk xyXY   

на некомпактном графе на основе следующих условий.  

1.   YYXYB   

2.       ,, kkjkkjk xfTxy    

3.         ,,, jjjjjjjjj xfRxxy   
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где     ,,, jjjj xfx  являются решениями Йоста на 

бесконечном ребре графа и определяются с помощью 

следующей теоремы. 

 Теорема 21. Пусть  jj x  определена согласно (44). 

Тогда уравнение (45) имеет частные решения     ,,, jjjj xfx   

представимые в виде  
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здесь 









10

01
I  и 
















j
n

j
n

j
n

j
nj

n 2221

1211









 , где числа ,2,1,, kiikj

n  

,2,1j  определяются с помощью рекуррентных соотноше-

ний, для которых сходятся ряды 

 









1

.
1

n n

ikj
n

n 
  

Рассматривается обратная задача восстановление 

дифференциального оператора на каждом ребре.  А именно,  

Обратная задача. Построить потенциалы  jj xp  и 

 jj xq  по заданном спектральным данным, коэффициентов 

отражения  на каждом ребре .,2,1, jN j   

Теорема 22. Спецификация спектральных данных 

однозначно определяют потенциалы  jj xp  и  jj xq  на каждом 

ребре .,2,1, jN j   
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На каждом ребре .,2,1, jN j  выполняются следующие 

отношении 

    ,2lim

2





 njjj
n

SRn 


  

 
 

.
1

2lim

2





 nj

jj
n

S
R

n





 

Наконец используя формулы  

,
2

2211
 


njnjj

nn
j

nn

SS
  

.
2

2112

i

SS njnjj
nn

j
nn

 
  

восстанавливаем потенциалы  jj xp  и  jj xq  по заданном 

спектральным данным, коэффициентов отражения  jjR  на 

каждом ребре .,2,1, jN j  

 

 

ВЫВОДЫ 

 

Диссертационная работа посвящена исследованиям 

спектральных задач для пучка дифференциальных операторов с 

комплекснозначными периодическим потенциалом. Изучены 

обратные задачи для разного типа разрывных 

дифференциальных операторов с комплекснозначными 

периодическим потенциалом. Исследованы задачи рассеяния на 

квантовых графах.  

В диссертации получены следующие основные 

результаты.  

- Получены необходимые и достаточные условия для того, 

чтобы заданная последовательность комплексных чисел была 

набором спектральных данных операторного   пучка второго 
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порядка и для дифференциальных операторов высокого 

порядка. 

- Решена прямая и обратная задача спектрального анализа для 

обыкновенных дифференциальных уравнений порядка  n2  с 

полиноминально входящим спектральным параметром. 

Показано, что спектр операторного пучка является 

непрерывным и заполняет лучи  ,12.0,0:  mjkk j  где  

,exp 









n

ij
j


  а на непрерывном спектре имеются спек-

тральные особенности, которые совпадают с числами вида 

,3,2,1,12.0,
2

 nmj
n j

 По обобщённым нормировочным 

числам решена обратная задача восстановления коэффициентов. 

-  Решена обратная задача для оператора Шредингера со 

комплекснозначными   периодическими потенциалами и 

разрывным коэффициентом на всей вещественной оси. 

Исследованы основные характеристики фундаментальных 

решений, изучен спектр оператора. Сформулирована обратная 

задача, доказана теорема единственности, предложена 

конструктивная процедура решения обратной задачи 

- Классическая задача Хилла, с комплексным потенциалом 

распространена на звёздный и петлеобразный графы. Дано 

определение оператора Хилла на таких графах. Оператор 

определяется комплексными, периодическими потенциалами и 

используется специальные граничные условия, связывающие 

значения функций в вершинах. Дано явное описание вида 

резольвенты и точно описан спектр, решена обратная задача по 

коэффициентам отражения. 
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