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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность и степень разработанности темы. В 

1885 году Карл Вейерштрасс показал, что каждая непрерывная 

функция на отрезке может быть с любой угодно точностью 

аппроксимирована самыми простыми функциями, а именно 

полиномами. Маршал Стоун обобщил эту теорему доказав, что 

любую непрерывную функцию определенную на компактном 

хаусдорфовом пространстве X  можно аппроксимировать 

функциями из некоторой алгебры непрерывных функций тогда 

и только тогда когда эта алгебра разделяет точки пространства 

X  и не исчезает (не превращается в 0 ) ни в одной точке. Эта 

теорема обобщает классическую теорему Вейерштрасса в двух 

направлениях: вместо отрезка  ],[ ba  берется любой 

хаусдорфовый компакт X , а вместо класса полиномов 

рассматривается более общий класс функций из пространства 

непрерывных функций. Эта важная теорема известна в 

литературе под названием теоремы Стоуна-Вейерштрасса. 

Заметим, что выше и в диссертационной работе речь идет о 

функциях принимающих действительные значения. 

В настоящее время имеется очень много интересных 

результатов, обобщающих и усиливающих классическую 

теорему Стоуна-Вейерштрасса (относительно ряда таких 

результатов см., например, работы E. Bishop, S. Machado, S. 

Boel, T. Carlsen, N. Hansen, P. Chernoff, R. Rasala, W.Waterhouse, 

J. Prolla, K. Srikanth, R. Yadav, R. Stephenson). Среди работ 

азербайджанских математиков, посвященных обобщениям и 

аналогам теоремы Стоуна-Вейерштрасса, следует отметить 

работы Б. Билалова, В. Мирзоева и А. Туровского. 

Одно важное направление, обобщающее идеи Стоуна, 

заключается в переходе из одной алгебры непрерывных 

функций на сумму нескольких алгебр. Пусть X , как выше, 

компактное хаусдорфово пространство, )(XC  - пространство 
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действительных непрерывных функций на X  и ,iA  ,1,...,= ki  

некоторые подалгебры пространства )(XC . Рассмотрим 

приближение функций из )(XC  функциями из подпространства

kAA 1 . Относительно этого приближения возникают 

следуюущие естественные задачи: 

1) При каких условиях сумма kAA 1  совпадает со 

всем пространством )(XC ? 

2) При каких условиях сумма kAA 1  всюду плотно в 

пространстве )(XC ? 

3) Как вычислить погрешность приближения конкретной 

функции )(XCf   функциями из kAA 1 ? 

4) Как характеризовать наилучшее приближение 

(экстремальный элемент) из kAA 1  к данной функции 

)(XCf  ? 

Для задач (1) и (2) интересны как достаточные так и 

необходимые условия. Следует отметить что список 

вышепоставленных задач можно расширить. С точки зрения 

теории приближений интересны, например, также задачи о 

замкнутости и проксиминальности суммы kAA 1  в )(XC , 

задача об описании аннулятора  )( 1 kAA , т.е. пространства 

функционалов аннулирующие каждый элемент из kAA 1 , и 

т.д. 

Следует отметить, что круг задач относительно суммы 

подалгебр из )(XC  возник после знаменитой суперпозиционной 

теоремы А.Н. Колмогорова. Эта теорема в терминах алгебр 

гласит следующим образом. Для единичного куба d , [0,1]= ,

2d , существуют‚ 12 d  алгебр ),(XCAi   1,1,...,2= di  

такие, что =)( dC  121  dAA . Напомним, что каждая алгебра 

в этой теореме порождается одним собственным элементом, т.е. 

для iA  существует такой элемент ii As  , что 
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)}(:{= RCgsgA iiii  . Эта теорема стала началом 

исследований многих задач по приближению линейными 

суперпозициями и суммами подалгебр пространства 

непрерывных функций. После теоремы Колмогорова появились 

много важных и интересных работ, среди которых следует 

отметить работы Lorentz, Фридмана, Витушкин и Хенкина, 

Ostrand, Sternfeld, Sprecher, Sproston и Straus, Marshall и 

O'Farrell, Хавинсона, Исмаилова. В основном эти работы были 

направлены на обобщение, усиление и получение аналогов 

суперпозиционной теоремы Колмогорова и на изучение свойств 

сумм произвольных алгебр непрерывных функций. Например, 

Ostrand обобщил теорему Колмогорова на компактные 

метрические пространства. Он доказал, что для каждого d -

размерного компактного метрического пространства X  

существуют непрерывные функции 12

1=}{ d

ii  )(XC  такие, что 

=)(XC ,121  dAA  где алгебры )},(:{= RCggA iiii   

11,...,2= di . Sternfeld показал, что число 12 d  не может быть 

уменьшено для всякого d -размерного метрического 

пространства X . Более того, он дал характеристику 

размерности метрического компакта в терминах сумм алгебр. 

Он показал, что компактное метрическое пространство X  имеет 

размерность d  тогда и только тогда, когда существуют такие 

12 d  подалгебр )(XCAi  , что =)(XC  121  dAA  и для 

всяких меньше чем 12 d  подалгебр )( XCBi  , ki 1,...,= , 

12< dk , имеет место )(XC kBB 1 . Из этого результата 

следует, что число слагаемых в суперпозиционной теоремы 

Колмогорова явялется наилучшим. 

В работах Sternfeld было начато изучение свойств сумм 

подалгебр пространства непрерывных функций, как 

самостоятельное направление. В теореме Колмогорова и его 

обобщениях утверждается, что для конкретного 

топологического пространства X  (для d -мерного куба, d -

мерного компакта эвклидового пространства, метрического 
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компакта размерности d ) существуют алгебры iA , 11,...,2= di

, такие, что =)(XC 121  dAA . Можно поставить более 

общую задачу: Пусть X  компактное топологическое 

пространство и iA , ki 1,...,= , подалгебры )(XC . При каких 

условиях =)(XC kAA 1 ? В этой задаче условия должны 

налагаться на семейство алгебр iA . Например, для компактных 

метрических и компактных хаусдорфовых пространств X  

Sternfeld и Sproston, Straus, соответственно, получили 

достаточное условие для того, чтобы сумма kAA 1  

совпадала со всем пространством )(XC , которое также 

необходимо в случае когда kAA ==2  . 

В диссертационной работе продолжается изучение цикла 

задач вокруг общей проблемы приближения суммами подалгебр 

пространства непрерывных функций. Более точно, изучаются 

вышепоставленные задачи (1)-(4) и доказывается ряд теорем, 

которые усиливают, дополняют и обобщают соответствующие 

известные результаты. 

Объект и предмет исследования. Пространства 

непрерывных функций, суммы алгебр пространства 

непрерывных функций. 

Цель и задачи исследования. 1) Исследовать задачу 

представления пространства непрерывных функций, 

определенных на компактном хаусдорфовом пространстве, в 

виде суммы подалгебр этого пространства. Изучить вопрос о 

плотности таких сумм в пространстве непрерывных функций. 

2) Исследовать на сходимость алгоритм Дилиберто-

Страуса в задаче приближения непрерывной функции, 

определенной на компактном хаусдорфовом пространстве, 

элементами суммы двух подалгебр пространства непрерывных 

функций. 

3) Найти необходимое и достаточное условие для того, 

чтобы элемент суммы алгебр был наилучшим приближением 
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(экстремальным элементом) для данной непрерывной функции. 

4) Применить полученные общие результаты к изучению 

аппроксимирующих свойств конкретных, важных с точки 

зрения приложений, алгебр функций. 

Методы исследования. В работе применяются методы 

теории функций, функционального анализа, топологии и теории 

приближений. 

 Основные положения, выносящиеся на защиту.  

1) Результаты о представлении пространства 

непрерывных функций, определенных на компактном 

хаусдорфовом пространстве, в виде суммы подалгебр этого 

пространства. 

2) Результаты о плотности суммы алгебр в пространстве 

непрерывных функций. 

3) Результат о сходимости алгоритма Дилиберто-Страуса 

к погрешности приближения в задаче аппроксимации 

непрерывной функции суммой двух подалгебр пространства 

непрерывных функций на компактном хаусдорфовом 

пространстве. 

4) Результат о чебышевской характеризации наилучшего 

приближения суммами алгебр. 

5) Прикладные результаты об аппроксимирующих 

свойствах суммы алгебр ридж функций. Формула для 

вычисления погрешности приближения функции многих 

переменных элементами суммы двух ридж алгебр. 

Научная новизна исследования. 1) Найдены 

необходимые условия для представления пространства 

непрерывных функций, определенных на компактном 

хаусдорфовом пространстве, в виде суммы подалгебр этого 

пространства. Эти условия дополняют достаточное условие 

Sproston и Straus для возможности такого представления. 

2) Доказано, что для случая двух алгебр, вышеуказанное 

необходимое условие является также достаточным. Полученный 

результат обобщает классическую теорему Стоуна-

Вейерштрасса из случая одной алгебры на случай суммы двух 
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алгебр. 

3) Найдено необходимое условие для плотности суммы 

алгебр в пространстве непрерывных функций, которое при 

соответсвующих ограничениях является также достаточным. 

4) Доказано сходимость алгоритма Дилиберто-Страуса к 

погрешности приближения в задаче аппроксимации 

непрерывной функции суммой двух подалгебр пространства 

непрерывных функций на компактном хаусдорфовом 

пространстве. 

5) Найдено необходимое и достаточное условие для того, 

чтобы элемент суммы алгебр был наилучшим приближением 

(экстремальным элементом) для данной непрерывной функции. 

Полученный результат является аналогом теоремы Чебышева о 

характеризации полинома наилучшего приближения. 

6) Полученные общие результаты применены к изучению 

аппроксимирующих свойств суммы алгебр ридж функций. 

Установлена формула для вычисления погрешности 

приближения функции многих переменных элементами суммы 

двух ридж алгебр. 

Теоретическая и практическая значимость 

исследования. Работа носит теоретический характер. 

Результаты работы могут быть использованы в теории функций, 

функциональном анализе, в теории приближений, и в областях, 

где требуется аппроксимация сложных функциональных 

зависимостей посредством простых и в то же время полезных 

функций, таких как ридж функции, радиал функции и т.д. 

 Апробация и внедрение. Основные результаты 

диссертации докладывались в Институте Математики и 

Механики НАН Азербайджана на семинарах отдела «Теория 

функций» (рук., д.м.н. В.Э. Исмаилов), а также на 

республиканских и международных научных конференциях 

«Актуальные проблемы математики и механиики» посвященной 

94-летию со дня рождения общенационального лидера 

Азербайджана Гейдара Алиева, “Modern problems of mathematics 

and mechanics” международная конференция посвященная 80-
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летию академика Акифа Гаджиева (6 – 8 декабря, Баку 2017), 

«Дифференциальные Уравнения и Смежные Проблемы», 

международная конференция посвященная юбилеям (70 – 

летию) академика РАН Моисеева Е.И., академика АН РБ 

Шагапова В.Ш. и профессора Солдатова А.П. (25 – 29 июнья, г. 

Стерлитамак, Уфа 2018), «Современные проблемы 

инновационных технологий и прикладной математики в добыче 

нефти и газа», международная конференция посвященная 90-

летию Азада Мирзаджанзаде (13 – 14 декабря, 2018, г.Баку), 

“Complex Analysis and Approximation Theory” (May 29 – 31, 2019 

г. Уфа), “Modern Problems of Mathematics and Mechanics” 

международная конференция посвященная 60-летнему юбилею 

Института математики и механики НАНА (23 – 25 октября, Баку 

2019). 

Личный вклад автора. Все доказанные в диссертации 

теоремы, а именно, теоремы о представлении пространства 

непрерывных функций, определенных на компактном 

хаусдорфовом пространстве, в виде суммы подалгебр этого 

пространства; теоремы о плотности суммы алгебр в 

пространстве непрерывных функций; теорема о сходимости 

алгоритма Дилиберто-Страуса к погрешности приближения в 

задаче аппроксимации непрерывной функции 

элементами суммы двух подалгебр пространства непрерывных 

функций; теорема о чебышевской характеризации наилучшего 

приближения суммами алгебр; теоремы об аппроксимирующих 

свойствах суммы алгебр ридж функций; теорема 

о вычислении погрешности приближения функции многих 

переменных элементами суммы двух ридж алгебр получены 

автором. 

Название организации, в которой выполнена 

диссертация. 

Институт Математики и Механики, Национальной 

Академии Наук Азербайджана. 

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 

15 работах (8 статей, 7 из них индексированы в платформе Web 
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of Science компании Clarivate Analytics (3 в базе "Science Citation 

Index Expanded", 4 в базе "Emerging Sources Citation Index") и 7 

тезисов (6 из них были опубликованы на международных 

научных конференциях и 1 на республиканской научной 

конференции)), список которых приводится в конце 

автореферата. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из 

введения ( 48000~ ), 3 глав (I Глава 52000~ , II Глава 76000~ , 

III Глава 44000~ ) и списка литературы, включающего 116 

наименования. Общий объем диссертации 125 страниц (
220000~ знаков). 

 

  

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
 

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав и 

списка литературы. 

В главе 1 рассматриваются задачи представления 

пространства непрерывных функций в виде суммы своих 

подалгебр и в виде замыкания такой суммы. Эта глава состоит 

из пяти параграфов. В параграфе 1.1 излагается постановка 

задачи представления суммами алгебр и обсуждаются 

некоторые известные необходимые или достаточные условия 

для возможности такого представления. Пусть X  компактное 

хаусдорфово пространство и )(XC  пространство действителных 

непрерывных функций на X , снабженное топологией 

равномерной сходимости. Пусть кроме того нам дано конечное 

число замкнутых подалгебр kAA ,...,1  пространства )(XC , 

которые содержат постоянных функций. Рассмотрим 

следующую задачу. Какие условия налагаемые на kAA ,...,1  

необходимы и/или достаточны для равенства kAAXC 1=)(

? В этом параграфе сначала поочередно рассматриваются два 

простые необходимые условия для этого равенства, а именно, 
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рассматриваются следующие условия: 

а) для любых различных Xyx ,  существует алгебра iA  

разделяющая эти точки; 

б) для любых замкнутых множеств XQP , ,  =QP  

существует алгебра iA  разделяющая эти множества. 

Поочередно показывается, что эти условия не являются 

достаточными для представления kAAXC 1=)( . Затем, 

приводится одно достаточное условие Sproston и Straus, которое 

является необходимым только для случая 2=k . 

В параграфе 1.2 определяются новые объекты, 

называемые циклом и полуциклом относительно конечного 

семейства подалгебр пространства непрерывных функций, а 

также функционалы, порожденные этими объектами. Для того, 

чтобы определить соответствующие объекты, сначала 

рассматриваются эквивалентные отношения ,iR  ,1,...,= ki  для 

точек пространства X :  

ba
iR

~  если    bfaf   для всех iAf  . 

Так как само пространство X  компактное, для каждого 

,1,...,= ki  фактор пространсво ii RXX /=  (относительно 

отношения iR ), снабженное фактор топологией, является 

компактным. Кроме того, канонические проекции ii XXs :  

являются непрерывными отображениями.  

Из теоремы Стоуна-Вейерштрасса следует, что каждая из 

алгебр ,iA  ,1,...,= ki  (как множество) представляется в виде 

.1,...,=)},( :))(({= kiXCfxsfA iii   

 Циклы и полуциклы относительно семейства алгебр ,iA  

,1,...,= ki  определяются следующим образом. 

Определение 1. Множество точек Xxxl n ),,(= 1   

называется циклом относительно семейства алгебр ,iA  

,1,...,= ki  если существует вектор n

n Z),,(= 1    с 
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ненулевыми целыми компонентами j  такой, что 

0)(
1




n

j

jsj x
i

  для всех ki ,...,1 . 

Здесь a  единичная точечная масса, сосредоточенная в 

точке a . 

Например,множество 

(1,1,1)} (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), {(0,0,0),=l  является циклом в 3I , 

[0,1],=I  относительно алгебр :)({= ii zpA  1,2,3= [0,1]}, iCp . 

В определении 1 вектор   может быть выбран как 1)2,1,1,1,(  . 

Определение 2. Множество точек Xxxl n ),,(= 1   

называется полуциклом относительно семейства алгебр ,iA  

,1,...,= ki  если существует вектор n

n Z),,(= 1    с 

ненулевыми целыми компонентами j  такой, что для каждого 

индекса ,1,...,= ki   

 ,=
)(

1=
)(

1= t
i

x
i

s
t
i

i
r

t
j

x
i

sj

n

j

   где . kr
i
  

Заметим, что для каждого ki ,1,=  , множество 

}1,...,= ,{ i
t
i rt  является подмножеством множества 

}1,...,= ,{ njj . Это означает, что для каждого индекса  i  в 

сумме )(1= j
x

i
sj

n

j
  имеется не более чем k  слагаемых (сумма 

остальных слагаемых тождественно превращается в нуль). 

Приведем один пример полуцикла. Пусть даны алгебры 1A  и 2A

, имеющие канонические проекции 1s  и 2s  соответственно. 

Пусть },...,,{= 21 nxxxl  множество со следующим свойством: 

).(=)(),...,(=)(),(=)(),(=)( 212413132222111 nn xsxsxsxsxsxsxsxs   

Тогда множество },,{= 1 nxxl   является полуциклом 

относительно алгебр 1A  и 2A . 
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Отметим, что в работе Marshall и O'Farrell, 

упорядоченное множество точек ),,( 1 nxx   с условием 1 ii xx  

и удовлетворяющее цепочку равенств ),(=)( 2111 xsxs  

),(=)( 3222 xsxs  ),...,(=)( 4131 xsxs  или цепочку равенств 

),(=)( 2212 xsxs  ),(=)( 3121 xsxs  ),...,(=)( 4232 xsxs  называется 

молнией относительно ),( 21 AA  Аналогичным образом 

определяется бесконечная молния ,...),( 21 xx . Молния ),,( 1 nxx   

называется замкнутой, если ),,...,( 11 xxx n  также является 

молнией и n  четное число. 

В параграфе 1.2 вводится еще одно определение. 

Определение 3. Цикл (или полуцикл) l  называется q - 

циклом ( q - полуциклом) если вектор  , связанный с l  может 

быть выбран так, что ,qi   ,1,...,= ni  и q  минимальное 

число с этим свойством. 

Например, полуцикл, рассмотренный выше, является 1-

полуциклом. Если в этом примере, ),(=)( 1212 xsxs n  то 

множество },...,,{ 121 nxxx  есть 1-цикл. Приведем простой 

пример 2  - цикла относительно алгебр )},({= xuU  )}({= yvV . 

Рассмотрим объединение вершин двух квадратов 2[0,1]  и 2[0,2] , 

т.е. множество:  

(2,0)}.(0,2),(1,0),(0,1),(2,2),(1,1),{(0,0),  

Понятно, что это множество есть 2 -цикл со связанным 

вектором 1)1,1,1,(2,1,1,  . Подобным образом можно 

построить q -цикл или q -полуцикл для произвольного 

натурального числа q . 

Каждый полуцикл },,{= 1 nxxl   и связанный с ним 

вектор ),,(= 1 n   порождают следующий функционал 

).(),(=)(
1=

, XCfxffF jj

n

j

l   
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Очевидно, ,lF  линейный ограниченный функционал с нормой 

||
1= j

n

j
 . 

В параграфе 1.3 устанавливается необходимое условие 

для представления пространства непрерывных функций, 

определенных на некотором компактном хаусдорфовом 

пространстве, суммами его k  замкнутых подалгебр. Достаточное 

условие такого рода для упомянутого представления было 

получено Y.Sternfeld в 1978 году. В этом параграфе сначала 

доказывается следующая лемма: 

Лемма 1. Если полуцикл },,{= 1 nxxl   является циклом, 

то 0=)(, gFl  , для каждого элемента kAAg  1 . 

Затем доказывается основной результат: 

Теорема 1. Следующие условия необходимы для 

равенства kAAXC 1=)( : 

( 1Z ) В пространстве X  не существуют циклов 

относительно семейства алгебр ,iA  ki 1,...,= ; 

( 2Z )  Для каждого Nq , длины (количество точек) всех 

q - полуциклов равномерно ограничены. 

В параграфе 1.4 доказывается, что для суммы двух 

подалгебр ( 2=k ), условия ( 1Z ) и ( 2Z ) является также 

достаточными. В случае одной подалгебры ( 1=k ), полученный 

результат совпадает с классической теоремой Стоуна-

Вейерштрасса. 

Теорема 2.  Если 2=k  то условия ( 1Z ) и ( 2Z ) вместе 

необходимы и достаточны для представления

kAAXC 1=)( . Более того, в условии ( 2Z ), рассмотрение 

только 1- полуциклов достаточно. 

Теорему 2 можно сформулировать в следующем, более 

удобном для приложений виде. 

Теорема 3. Представление 21=)( AAXC   имеет место 

тогда и только тогда, когда в пространстве X  не 
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существуют замкнутых молний относительно  ),( 21 AA  и длины 

всех молний равномерно ограничены. 

Для компактного множества 2RX  и алгебр )}({= xuU , 

)}({= yvV , которые состоят из функций одной переменной, 

определенных на соостветствующих проекциях X  на 

координатные оси, теорема 3 впервые была получена 

Хавинсоном. Используя результаты Sternfeld, Хавинсон в своей 

монографии доказал этот результат также для случая линейных 

суперпозиций. 

Далее в этом параграфе доказывается, что теорема 

Стоуна-Вейерштрасса есть следствие теоремы 3 и условия 

теоремы 1 не являются достаточными для представления

kAAXC 1=)( , если 2>k . 

В параграфе 1.5 приводится одно необходимое условие 

для представления пространства непрерывных функций в виде 

замыкания суммы конечного числа замкнутых алгебр. При 

соответствующих ограничениях, полученные результаты 

положительно решают вопрос о возможности приближения 

непрерывной функции элементами суммы алгебр с любой 

наперед заданной точностью. Основной результат этого 

параграфа состоит в следующем. 

Теорема 4. Пусть ).(=1 XCAA k  Тогда в 

пространстве X  не существуют циклов относительно 

семейства алгебр ,iA  ki 1,...,= . 

В главе 2 рассматривается задача наилучшего 

приближения непрерывной функции, определенной на 

компактном хаусдорфовом пространстве, суммой двух 

замкнутых алгебр и исследуется сходимость алгоритма 

Дилиберто - Страуса к погрешности приближения. Кроме того 

доказывается теорема типа Чебышева для характеризации 

наилучшего приближения (экстремального элемента). Эта глава 

состоит из пяти параграфов. В параграфе 2.1 излагается 

постановка задачи и приводятся некоторые известные 
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результаты о сходимости алгоритма Дилиберто-Страуса для 

различных задач приближения. Пусть X  компактное 

хаусдорфово пространство, )(XC  пространство действительных 

непрерывных функций на X  и ),(1 XCA   )(2 XCA   

замкнутые алгебры, которые содержат постоянных функций. 

Рассмотрим аппроксимацию функции )(XCh  элементами 

суммы 21 AA   (или просто суммой 21 AA  ). Построим 

следующую функциональную последовательность: 

,1,2,...=,=,=),(=)( 2212121221 nGhhhFhhhxhxh nnnnnn    где 

1)(: AXCF   и 2)(: AXCG   операторы наилучщего 

приближения. Процесс построения членов этой 

последовательности называется алгоритмом Дилиберто-

Страуса. Понятно, что 1h )(32 hEhh  , где )(hE  

погрешность приближения, т.е. 

.inf=)(
21

whhE
AAw




 

Задача состоит в следующем: при каких условиях 

алгоритм Дилиберто-Страуса сходится к погрешности 

приближения, т.е. )(hEhn  , при n ? 

Для решения этой задачи в параграфе 2.2 изучается 

вопрос о непрерывности функций максимума и минимума, 

которые образуются с помощью канонических отображений 

1: XXs  , 2: XXp  , где 1X  и 2X  фактор пространства 

порожденными эквивалентными отношениями ba
iR

~  если 

   bfaf   для всех iAf  , соответсвенно. Пусть ).(XCh  

Рассмотрим действительные функции 

,),(min=)(),(max=)( 1

=)(

2

=)(

1 Xaxhafxhaf

axs
Xx

axs
Xx




 

  

.),(min=)(),(max=)( 2

=)(

2

=)(

1 Xbxhbgxhbg

bxp
Xx

bxp
Xx



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Когда функции if  и ig  непрерывны на множествах 1X  и 

2X , соответственно? Непрерывность этих функций строго 

зависит от фактор отображений s  и p  Если функции if  и ig  

непрерывны для каждой )(XCh , то будем говорит, что 

алгебры 1A  и 2A  обладают‚ C -свойством. Относительно C -

свойства справедлива следующая теорема. 

Теорема 5. Пусть X  компактное секвенциальное 

хаусдорфово пространство и A  замкнутая подалгебра 

пространства )(XC , содержащая константы. Пусть 
1X  

фактор пространство, порожденное вышеуказанным 

эквивалентным отношением и 1: XXs   естественное 

фактор отображение. Тогда функции 1f  и 2f   непрерывны на 

1X  для всякого  )(XCh , если для любых двух точек x  и y  

удовлетворяющих равенству )(=)( ysxs  и любой 

последовательности 

1=}{ nnx  сходящаяся к x  существует 

последовательность 

1=}{ nny  сходящаяся к y  такая, что 

)(=)( nn xsys ,  для всех 1,2,..=n  

Далее доказывается следствие этой теоремы для 

конкретной, важной с точки зрения приложений, алгебры ридж 

функций: 

Следствие 1. Если Q   выпуклое компактное множество 

пространства dR , то алгебра  )(= xa gA , где a  ненулевой 

фиксированный вектор в dR  и функции вида  )(= xa gA  

(называемыми ридж функциями) варьируются в  )(QC , имеет 

C -свойство. 

Из этого следствия в частном случае получается, что 

алгебры :)({=1 xfA  }xQf   и :)({=2 ygA  }yQg  где xQ  и yQ  

проекции компактного выпуклого множества Q 2R  на 

координатные оси x  и y , обладают C -свойством. 

В параграфе 2.3 определяются операторы
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,)(min)(max
2

1
=)(  ,)(:

=)(=)(

1 















xhxhaFhAXCF

axs
Xx

axs
Xx

для всех 

,1Xa  

,)(min)(max
2

1
=)(  ,)(:

=)(=)(

2 















xhxhbGhAXCG

bxp
Xx

bxp
Xx

для всех 

.2Xb  

и доказывается теорема: 

Теорема 6. Пусть X  компактное хаусдорфово 

пространство и ,iA  1,2,=i  замкнутые подалгебры 

пространства )(XC ,  содержащие константы. Пусть, кроме 

того, эти подалгебры обладают C -свойством. Тогда 

операторы F  и G  являютя центральными операторами 

наилучшего приближения, действующие из пространства )(XC  

на алгебр 1A  и 2A , соответственно. Кроме того, эти 

операторы неэкспансивные, т.е. для них удовлетворяются 

следующие неравенства: 

2121 vvFvFv   и 2121  GG  

для всех )(, 21 XCvv  . 

Из этой теоремы и из общего результата Golomb 

получается сходимость алгоритма Дилиберто-Страуса для 

приближения суммой двух алгебр при определенных условиях, 

что показывает следующая теорема. 

Tеорема 7. Пусть X   компактное хаусдорфово 

пространство и ,iA  1,2,=i  замкнутые подалгебры 

пространства )(XC , содержащие константы. Пусть, кроме 

того, эти подалгебры обладают C -свойством и сумма 21 AA   

замкнута в ).(XC  Тогда nh  сходится к погрешности 

приближения .,(=)( )AAhdisthE 21

def

  
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В параграфе 2.4 приводится новое доказательство 

теоремы 7, применив совершенно новые идеи. В этом 

доказательстве можно увидеть почему приходится прибегнуть к 

замкнутости суммы алгебр. Следует также отметить, что в 

классическом методе доказательства сходимости алгоритма для 

приближения суммами функций одной переменной, каждая 

молния ),...,( 1 nxx  компактного множества 2RQ  должна 

замыкаться (т.е. образовать замкнутую молнию) добавлением 

одной точки Qy , координаты которой равны первой 

координате точки 1x  и второй координате точки nx , 

соответственно. Очевидно, эта точка может не лежать в 

множестве ,Q  если Q  не декартовое произведение двух 

отрезков. Именно поэтому в классическом результате 

Дилиберто и Страуса и его некоторых обобщениях 

фигурируется декартово произведение двух определенных 

множеств. Основная идея нашего доказателства состоит в 

применении специалного свойства молний, которых нельзя 

замыкать с помощью добавления точки. А именно, мы вводим в 

рассмотрение  -слабых предельных точек последовательности 

функционалов, порожденными незамкнутыми молниями. 

Из теоремы 7 и следствия 1 вытекает, что классический 

результат Дилиберто и Страуса справедлив не только для 

прямоугольника, со сторонами параллельными координатным 

осям, но и для ряда выпуклых компактных множеств 

пространства 2R .  Более точно, справедливо следующее 

следствие. 

Следствие 2. Пусть 2RQ  выпуклое компактное 

множество, )}({=1 xfA  и )}({=2 ygA  алгебры функций одной 

переменной, которые непрерывны на проекциях Q  на 

координатные оси x  и y , соответственно. Предположим, что 

произвольную молнию можно сделать замкнутой добавлением 

фиксированного числа точек этого множества. Тогда для 

функции )(QCh , последовательность 
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,=,=,= 221212122 nnnnnn1 GhhhFhhhhh     

1,2,...=n , сходится к погрешности приближения из 21 AA  . 

В параграфе 2.5 доказывается теорема типа Чебышева 

для характеризации наилучшего приближения в задаче 

аппроксимации непрерывной функции, определенной на 

некотором компактном метризуемом пространстве, элементами 

суммы двух алгебр. Перейдем к точной постановке этой задачи. 

Пусть X  компактное метризуемое пространство, )(XC  

пространство действительных непрерывных функций на X  и 

),(1 XCA   )(2 XCA   замкнутые алгебры, которые содержат 

постоянных функций. Относительно алгебр 1A  и 2A  также 

предпологается, что эти алгебры обладают C -свойством. 

Рассмотрим аппроксимацию функции )(XCh элементами 

суммы 21 AA   (или просто суммой 21 AA  ). Если существует 

элемент 210 AAw   такой, что 

,=inf 0

21

whwh
AAw




 

то этот элемент называется наилучшим приближением (или 

экстремальным элементом) для h . Как можно характеризовать 

наилучшее приближение? Иными словами, какие условия 

налагаемые на функцию 210 AAw   необходимо и достаточно 

для того, чтобы эта функция была наилучшим приближением 

для данной функции h ? Для решения этой задачи сначала 

вводится определение 

Определение 4. Конечная или бесконечная молния 

,...),( 21 xx  относительно ),( 21 AA   называется экстремальной 

для функции )(QCf  , если 1,2,...=,1)(=)( ifxf i

i   или 

,1)(=)( 1 fxf i

i

  1,2,...=i . 

Это определение для ридж функций и линейных 

суперпозиций было рассмотрено в работах Исмаилова. 

Основной результат параграфа 2.5 состоит в следующем: 
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Tеорема 8. Пусть X  компактное метризуемое 

пространство и )(XCu . Функция 210 AAw   явялется 

наилучшим приближением для f  тогда и только тогда, когда 

существует замкнутая или бесконечная молния относительно 

),( 21 AA , экстремальная для функции 0wu  . 

В главе 3 рассматриваются конкретные и важные с точки 

зрения приложений алгебры функций, а именно алгебры ридж 

функций. Ридж функции имеют многочисленные применения в 

различных областях. Полученные в предыдущих главах общие 

результаты справедливы для суммы алгебр ридж функций. Эта 

глава состоит из трех параграфов. В параграфе 3.1 

сформулируются некоторые результаты для случая ридж алгебр, 

которые получаются из теорем предыдущих глав. В параграфе 

3.2 доказывается новая теорема о нахождении погрешности 

приближения суммой двух ридж алгебр. 

Пусть Q  компактное множество в dR , 2d , и f  

некоторая непрерывная функция на .Q  Рассмотрим 

приближение функции f  суммой двух ридж алгебр  

 R)A (:)(= 111 Cgg xa  

и 

 ,(:)(= 222 R)A Cgg xb  

где a  и b  фиксированные направления в }{\ 0
dR  и  Qx . Для 

краткости, сумму 21 AA   обозначим через  R . 

Молния относительно направлений a  и b  определяется 

как упорядоченное множество точек  mxxx ,...,, 21  в dR  такая, 

что ix 1ix  и отрезки ii xx 1  поочередно перпендикулярны 

направлениям a  и b . Молния  mxx ,...,1  называется замкнутой, 

если m  четное число и множество  11 ,,..., xxx m  указанном 

порядке образует молнию. Молния   Qm xx ,...,1  называется 

расширяемой, если существуют точки Qzy,  такие, что 
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 zxxy ,,...,, 1 m  также является молнией. 

С каждой замкнутой молнией  np 221 ,...,,= ppp  свяжем 

функционал 

).(1)(
2

1
=)( 1

2

1=

k

k
n

k

p f
n

fG p
  

Этот функционал имеет следующие очевидные свойства:  

(а)  Если Rg , то 0=)(gGp . 

(б) Норма 1.pG  Если ji pp   для всех  ,ji   

nji 2,1   , то 1=pG .  

Основным результатом этого параграфа явялется 

следующая теорема. 

Теорема 9. Пусть dQ R  выпуклое компактное 

множество, }{\, 0ba
dR  и ).(QCf   Пусть следующие 

условия удовлетворяются:. 

1) существует наилучшее приближение R0g   для 

функции f ;  

2) для произвольной расширяемой молнии

Qq n ),...,(= 1 qq  относительно направлений a  и b , 

существуют точки Qsnnn  qqq ,...,, 21  такие, что

),...,,,...,( 11 snnn  qqqq  является замкнутой молнией и s  не 

больше чем некоторого натурального числа 0n , которое не 

зависит от молнии  q .  

Тогда для погрешности приближения функции f  

суммами из  R  справедлива формула 

  ,)(sup= fGfE p
Qp

 

где sup берется по всем замкнутым молниям относительно 

направлений a  и b . 

Следует отметить, что если пространство R  
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проксиминально в )(QC  (т.е., если для любой непрерывной 

функции на Q  существует наилучшее приближение из R ), то 

второе условие теоремы 9 выполняется автоматически. Иными 

словами, справедлива следующая теорема. 

Теорема 10. Пусть dQ R  выпуклое компактное 

множество, }{\, 0ba
dR , )(QCf   и подпространство R  

проксиминально в )(QC . Тогда для погрешности приближения 

функции f  суммами из R  справедлива формула 

  ,)(sup=, fGfE p
Qp

R  

где sup берется по всем замкнутым молниям относительно 

направлений a  и b . 

В параграфе 3.3 приводится аналогичный теореме 9 

результат для приближения суммой алгебр радиально-базисных 

функций. Радиально - базисная функция -эта функция вида  

),(=)( cxx rF  

где RR:r  функция одной переменной, ),...,(= 1 dxxx  

переменная, dRc  некоторая фиксированная точка и   

эвклидовое расстояние в dR . Точка c  называется центром 

функции F . Иными словами, радиально-базисная функция -эта 

функция, которая постоянна на сферах .,= R cx  Эти 

функции и их линейные комбинации широко используются для 

многомерной интерполяции и аппроксимации функций. Это 

обусловлено их хорошими аппроксимирующими свойствами. 

Радиально-базисные функции имеют огромное значение в 

теории RBF (radial basis function) нейронных сетей. 

Рассмотрим класс сумм радиально-базисных функций 

 ,1,2=),(,:((= 2211 iCrQrr i RD  xcxcx где 

dQ R  некоторое компактное множество, точки 1c  и 2c  

фиксированы, но функции ir  варьируются. Класс D  есть сумма 

алгебр 
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 )(,:(= 1111 RCrQrA  xcx  

 и 

 .)(,:(= 2222 RCrQrA  xcx  

Рассмотрим приближение функции )(QCf   функциями из D . 

В этом параграфе при некоторых ограничениях 

(подобных условиям теоремы 9) устанавливается следующая 

формула для погрешности приближения: 

,)(sup=inf=),( fGrffE p
Qpr

def




D

D  

где sup  берется по всем замкнутым молниям относительно 

центров 21,cc  множества .Q  Напомним, что молния 

относительно центров 1c  и 2c  определяется как упорядоченное 

множество точек   Q,..., 21 pp  с ,1 ii pp  для которых 

удовлетворяются равенства

,...=,=,= 141323221211 cpcpcpcpcpcp   или

,...=,=,= 242313122221 cpcpcpcpcpcp  . 

Молния  n221 ,...,, ppp  относительно центров 1c , 2c  называется 

замкнутой, если множество  121 ,,..., ppp n   в указанном порядке 

также является молнией относительно центров 1c  и 2c . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В диссертационной работе получены следующие результаты: 

 

1) Найдены необходимые условия для представления 

пространства непрерывных функций, определенных на 

компактном хаусдорфовом пространстве, в виде суммы 

подалгебр этого пространства. Эти условия дополняют 

достаточное условие Sproston и Straus для возможности такого 

представления. 

2) Доказано, что для случая двух алгебр, вышеуказанное 

необходимое условие является также достаточным. Полученный 

результат обобщает классическую теорему Стоуна-

Вейерштрасса из случая одной алгебры на случай суммы двух 

алгебр. 

3) Найдено необходимое условие для плотности суммы алгебр в 

пространстве непрерывных функций, которое при 

соответсвующих ограничениях является также достаточным. 

4) Доказано сходимость алгоритма Дилиберто-Страуса к 

погрешности приближения в задаче аппроксимации 

непрерывной функции суммой двух подалгебр пространства 

непрерывных функций на компактном хаусдорфовом 

пространстве. 

5) Найдено необходимое и достаточное условие для того, чтобы 

элемент суммы алгебр был наилучшим приближением 

(экстремальным элементом) для данной непрерывной функции. 

Полученный результат является аналогом теоремы Чебышева о 

характеризации полинома наилучшего приближения. 

6) Полученные общие результаты применены к изучению 

аппроксимирующих свойств суммы алгебр ридж функций. 

Установлена формула для вычисления погрешности 

приближения функции многих переменных элементами суммы 

двух ридж алгебр. 
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