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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 

 

 Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi.  
Dissertasiya işi gecikən və gecikməyən arqumentli bəzi 

diferensial operatorların spektri, məxsusi funksiyalarının 

asimptotikası və requlyarizə edilmiş izlərinin öyrənilməsinə həsr 

olunmuşdur. Burada öyrənilmiş məsələlərə həm adi (lokal və qeyri-

lokal) sərhəd şərtləri, həm də sərhəd şərtlərində spektral parametr 

olan hallara baxılmışdır.   

Spektrin asimptotikasının öyrənilməsinə çoxsaylı 

araşdırmalar həsr edilmişdir. Bu mövzuda bir çox məsələlərin 

xülasəsi A.Q.Kostyuçenko və İ.S.Sarqsyanın “Məxsusi ədədlərin 

paylanması” Moskva 1979 kitabında, M.Ş.Birman və 

M.Z.Solomyakın 1977-ci ilə qədər yerinə yetirilmiş demək olar ki, 

bütün işləri əhatə edən “Diferensial tənliklərin spektrinin 

asimptotikası” VİNİTİ elm texn. nəticələri Riyazi analiz 1977, 14, 

s.5-58 xülasə məqaləsində işıqlandırılmışdır. 

Qeyd edək ki, qeyri-məhdud operator əmsallı diferensial 

tənliyin məxsusi ədədlərinin asimptotikasına dair ilk iş 

A.Q.Kostyuçenko və B.M.levitanın 1969-cu ildə “Funksional analiz 

və onun tətbiqləri” jurnalında çap olunmuş işidir. Bu işdən sonra 

çoxsaylı araşdırmalar aparılmışdır. Onlardan M.Bayramoğlu, 

E.Abdukadırov, H.İ.Aslanov, B.M.Levitan, Q.A.Suvorçenkova, 

M.Otelbayev, K.X.Boymatov, B.Ə.Əliyev, M.M.Qextman, 

V.P.Maslov, A.N.Koçubey, Q.Tamura və bir çox başqa müəlliflərin 

işlərini göstərə bilərik. 

İlk dəfə Şturm-Liuvill tənliyi üçün requlyarizə edilmiş iz 

İ.M.Gelfand və B.M.Levitanın 1953-cü ildə DAN SSSR jurnalında 

çap olunmuş işində hesablanmışdır. Bu təməl işdən sonra müxtəlif 

müəlliflərin requlyarizə edilmiş izlərə aid tədqiqatları ortaya 

çıxmışdır. Onlardan L.A.Dikiy, L.D.Faddeyev və V.S.Buslayev, 

M.G.Qasımov, V.A.Sadovniçiy, V.A.Sadovniçiy və V.B.Lidskiy, 

M.S.Makin, V.V.Raspopov və V.V.Dubrovskiy və başqa müəlliflərin 

işlərini göstərə bilərik. Sonralar operator əmsallı diferensial 

operatorların requlyarizə edilmiş izlərinin tədqiqinə başlanılmışdır. 
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Qedy edək ki, burada öncəlik Azərbaycan riyaziyyatçılarına 

məxsusdur. Tam olaraq P.Z.Xəlilova tərəfindən məhdud operator 

əmsallı Şturm-Liuvill tənliyinin requlyarizə edilmiş izi tapılmışdır. 

F.Q.Maqsudov, M.Bayramoğlu və Ə.Ə.Adıgözəlov tərəfindən ilk 

dəfə qeyri-məhdud operator əmsallı Şturm-Liuvill diferensial 

tənliyinin requlyarizə edilmiş izi anlayışı verilmiş və requlyarizə 

edilmiş izi hesablanmışdır. Bu iş 1984-cü ildə DAN SSSR jurnalında 

çap olunmuşdur. 

Bu işlərdən sonra bu mövzuda çox saylı tədqiqat işləri 

aparılmışdır. Bu mövzuya dair işlərin geniş icmalı N.M.Aslanovanın 

doktorluq dissertasiyasında (Bakı, 2013) verilmişdir. 

Qeyd edək ki, requlyarizə edilmiş izin köməyi ilə baxılan 

operatorun ilk məxsusi ədədlərini təqribi olaraq tapmaq mümkündür. 

Bu da fizika və mexanikada mühüm əhəmiyyətə malikdir. Bundan 

başqa requlyarizə edilmiş izlərin nəticələri spektral analizin tərs 

məsələlərinin həllində istifadə olunur. Fizikanın bir çox 

məsələlərində sərhəd şərtlərində spektral parametr olan sərhəd 

məsələləri ortaya çıxır. Misal üçün ilk dəfə S.Puasson müxtəlif şəkilli 

yüklərin vibrasiya məsələsinə baxmış, onu sərhəd şərtində məxsusi 

ədəd olan Şturm-Liuvill tipli məsələyə gətirmişdir. Sonralar belə 

sərhəd məsələləri müxtəlif qoyuluşlarda A.N.Krılov, 

E.M.Russakovski, A.A.Şkalikov, N.Y.Kapustin, E.İ.Moiseyev, 

Ç.Fulton, J.Volter, M.A.Rıbak, R.A.Bindinq, R.J.Braun, B.A.Vatson, 

İ.Albayrak, M.Bayramoğlu, Ə.Ə.Adıgözəlov, B.Ə.Əliyev, 

N.B.Kərimov, Z.S.Əliyev, V.M.Qurbanov, N.Quliyev, 

O.Ş.Muxtarov, X.Olqar, K.Aydemir, A.E.Etkin, Q.P.Etkina və bir 

çox başqa riyaziyyatçıların işlərində öyrənilmişdir. 

Funksional –diferensial tənlikləri (FDT) ənənəvi olaraq 

gecikən, neytral və qabaqlayan tip tənliklərə ayırırlar. FDT-nin 

tətbiqlərinin çoxu gecikən və neytral tip tənliklərlə əlaqəlidir, ona 

görə bu iki tip tənliklər tədqiqatçıların daha çox diqqətini cəlb 

etmişdir. 

Oxşar  evolyutun tapılması haqqında Eyler həndəsi məsələsi 

ilə əlaqədar olaraq ilk dəfə gecikən arqumentli diferensial tənliyə 

1771-ci ildə Kondorse baxmışdır. 
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Sonralar gecikən arqumentli diferensial tənliklərlə 

A.D.Mışkis, S.B.Norkin, L.E.Elsqolts, Q.A.Kamenskiy, R.Bellman, 

K.L.Kuk, J.Xeyla, L.Zilbertşteyn, Q.V.Demidenko, V.A.Lixoşvay, 

S.İ.Mitroxin, M.Pikula, N.Mixaleviç, F.A.Çetinkaya, 

X.R.Məmmədov, S.Araçı, M.Açıkgöz, A.M.Bayramov, E.Şen 

məşğul olmuşlar. 

S.B.Norkinin monoqrafiyasında hamar potensial halında 

gecikən arqumentli iki tərtibli diferensial operator və ümumi şəkildə 

ayrılmış sərhəd şərtləri üçün Şturm-Liuvill tipli sərhəd məsələsinin 

həlli və məxsusi ədədlərinin asimptotikası hesablanmışdır. 

M.Pikulanın işində Şturm-Liuvill tipli sərhəd məsələsinin həllinin və 

məxsusi ədədlərinin daha dəqiq asimptotikaları hesablanmış və 

həmçinin requlyarizə edilmiş izləri tapılmışdır. S.İ.Mitroxinin işində 

cəmlənən əmsallı gecikən arqumentli altı tərtibli diferensial 

operatorun məxsusi ədədlərinin asimptotikası hesablanmışdır. 

S.İ.Mitroxinin başqa işində kəsilən əmsallı funksional diferensial 

tənlikli sərhəd məsələsinin spektri öyrənilir və iz düsturları 

hesablanmışdır.  

Qeyd edək ki, gecikən arqumentli diferensial tənliklər Volter 

tipli inteqral tənliklərlə sıx əlaqəlidir.  

Tədqiqatın obyekt və predmeti. Dissertasiya işinin əsas 

obyekti operator əmsallı diferensial tənliklərin və gecikən arqumentli 

diferensial tənliklərin spektral analizidir. Tədqiqatın predmeti 

operator əmsallı diferensial tənliklərin requlyarizə edilmiş iz   

düsturların alınması və gecikən arqumentli diferensial tənliklərin 

məxsusi ədəd və məxsusi funksiyaları  üçün asimptotik düsturların 

alınmasıdır.    

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri.  

 Antiperiodik sərhəd şərtli diferensial operatorun ilk iki 

requlyarizə edilmiş izinin, operator əmsallı iki tərtibli diferensial 

tənliyin birinci requlyarizə edilmiş izinin alınması, operator əmsallı 

dörd tərtibli diferensial tənliyin ikinci requlyarizə edilmiş izinin 

hesablaması;  
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 Sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan sərhəd 

məsələsinin və gecikən arqumentli kəsilən sərhəd məsələsinin 

məxsusi ədəd və məxsusi funksiyalarının asimptotikasını araşdırmaq.  

 Gecikən arqumentli Şturm-Liuvill tipli məsələnin requlyarizə 

edilmiş izinin tədqiq etmək. 

 Tədqiqatın metodu. Dissertasiya işində kompleks dəyişənli 

funksiyalar nəzəriyyəsi, diferensial tənliklər və öz-özünə qoşma 

operatorların spektral nəzəriyyəsi metodlarından istifadə edilmişdir. 

 Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar: 

1. Antiperiodik sərhəd şərtli diferensial operatorun ilk iki 

requlyarizə edilmiş izininhesablanması üçün metod işləmək; 

2. Operator əmsallı iki tərtibli diferensial tənliyin spektrini 

tədqiq etmək və birinci requlyarizə edilmiş izini hesablamaq; 

3. Operator əmsallı dörd tərtibli diferensial tənliyin ikinci 

requlyarizə edilmiş izini hesablamaq; 

4. Sərhəd şərtlərinə spektral parametr daxil olan sərhəd 

məsələsinin və  gecikən arqumentli kəsilən sərhəd məsələsinin 

məxsusi ədəd və məxsusi funksiyalarının asimptotikasını tədqiq 

etmək; 

5. Gecikən arqumentli Şturm-Liuvill tipli məsələnin requlyarizə 

edilmiş izinin tədqiqi; 

6. Operator əmsallı diferensial operatorların spektrinin və 

requlyarizə edilmiş izlərinin hesablanması. 

 Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiya işində aşağıdakı əsas 

eılmi yeniliklər alınımşdır: 

1. Antiperiodik sərhəd şərtli diferensial operatorun birinci və 

ikinci  requlyarizə edilmiş izi üçün düsturlar tapılmışdır; 

2. Operator əmsallı iki tərtibli diferensial tənliyin spektri 

öyrənilmiş və birinci requlyarizə edilmiş izini hesablanmışdır; 

3. Operator əmsallı dörd tərtibli diferensial tənliyin ikinci 

requlyarizə edilmiş izi üçün düstur alınmışdır; 

4. Sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan kəsilən sərhəd 

məsələsinin spektri tədqiq olunmuş və məxsusi ədəd və məxsusi 

funksiyaları üçün asimptotik düstur tapılmışdır; 
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5. Gecikən arqumentli kəsilən sərhəd məsələsinin məxsusi ədəd 

və məxsusi funksiyaları üçün asimptotik düsturlar tapılmışdır; 

6. Gecikən arqumentli və qoşma şərtlərində spektral parametr 

daxil olan kəsilən sərhəd məsələsinin məxsusi ədəd və məxsusi 

funksiyaları üçün asimptotik düsturlar tapılmışdır; 

7. Sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan yarımoxda 

gecikən arqumentli iki tərtibli diferensial tənlik üçün məxsusi 

ədədlərin aşağı sərhəddi haqqında teoremlər isbat edilmişdir; 

8. Gecikən arqumentli Şturm-Liuvill tipli məsələnin requlyarizə 

edilmiş izi hesablanmışdır; 

9. Məhdud və qeyri-məhdud operator əmsallı diferensial 

operatorun spektri tədqiq olunmuş və requlyarizə edilmiş izi 

hesablanmışdır. 

 Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Dissertasiya işi 

nəzəri xarakter daşıyır. Onlardan diferensial operatorun ilk məxsusi 

ədədlərin təqribi tapılmasında, həm də spektral analizin tərs 

məsələlərinin tədqiqində istifadə oluna bilər.   

 Aprobasiya və tətbiqi. Dissertasiya işinin əsas nəticələri 

AMEA Riyaziyyat və Mexanika İnstitutunun “Diferensial tənliklər” 

şöbəsinin seminarında (prof. Ə.B.Əliyev), “Funksional analiz” 

şöbəsinin seminarında (prof. H.İ.Aslanov), “Riyazi fizika tənlikləri” 

şöbəsinin seminarında (AMEA-nın müxbir üzvü. prof. 

R.V.Hüseynov), “Qeyri-harmonik analiz” şöbəsinin seminarında 

(AMEA-nın müxbir üzvü. prof. Bilal Bilalov), Azərbaycan Dövlət 

Pedaqoji Universitetinin “Riyazi analiz” kafedrasının seminarında 

(prof. B.Ə.Əliyev) məruzə edilmiş və aşağıdakı konfranslarda 

müzakirə olunmuşdur:«14-th International conference on differential 

equation and applications» (Stanbul, Türkiyə, 2008), «5-th 

International conference of Applied Mathematics and Computing» 

(Plovdiv, Bolqariya, 2008), «International conference on Resent 

Advances in Pure and Applied Mathematics» (Bodrum, Türkiyə 

2016), «Riyaziyyatın nəzəri və tətbiqi problemləri» beynəlxalq elmi 

konfransda (Sumqayıt, 2017). 
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 Müəllifin şəxsi töhfəsi tədqiqatın məqsədini göstərməkdən və 

istiqamətinin seçilməsindən ibarətdir. Bundan əlavə, alınan bütün 

nəticələr və tədqiqat üsulları şəxsən müəllifə məxsusdur. 

Müəllifin nəşrləri. Dissertasiya üzrə müəllifin 30 elmi işi, 

Azərbaycan Respublikasının Prezidenti yanında AAK–ın tövsiyə 

etdiyi nəşriyyatlarda 25 məqalə, 5 konfrans materialı nəşr  

olunmuşdur. 

Dissertasiya işinin yerinə yetririldiyi təşkilatın adı. Disserta- 

siya işi AMEA Riyaziyyat və Mexanika İnstitutunda yerinə 

yetirilmişdir. 

Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi qeyd 

olunmaqla dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi.  

Dissertasiya işi girişdən 60000 işarə sayı (titul səhifə- 620 işarə 

sayı, mündəricat -3234 işarə sayı) dörd fəsildən (I fəsil– 74000, II 

fəsil– 74000, III fəsil– 110000, IV fəsil – 66000), nəticə və 132 adda 

istifadə edilmiş ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. İşin ümumi həcmi -

387854 işarə sayıdır.  

 

 

DİSSERTASİYANIN ƏSAS MƏZMUNU 

 

Dissertasiya işi girişdən, dörd fəsildən, nəticə və ədəbiyyat 

siyahısından ibarətdir. 

Girişdə tədqiqat mövzusunun aktuallığı əsaslandırılmış, işlənmə 

dərəcəsi göstərilmiş, tədqiqatın məqsəd və vəzifələri qeyd olunmuş, 

elmi yeniliyi verilmiş, tədqiqatın nəzəri-praktiki əhəmiyyəti 

göstərilmiş və həmçinin işin aprobasiyası haqqında məlumat 

verilmişdir.    

Birinci fəsildə   HLH ,,021 
 
Hilbert fəzasında  

)()()()( xyxQxyyl   

diferensial ifadə və  

)()0(),()0(  yyyy   
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antiperiodik sərhəd şərtləri ilə doyrulmuş öz-özünə qoşma olan L  

operatoruna baxılır. )(xQ
 

operator funksiyası aşağıdakı şərtləri 

ödəyir: 

(1) Hər  ,0x  üçün HHxQ :)(  öz-özünə qoşma nüvə 

operatorudur. )(xQ -in  H1  fəzasında normaya görə  ,0  

parçasında ikinci tərtib kəsilməz törəməsi var,   HHxQ i :)(

 2,1i  öz-özünə qoşma operatordur.  

(2) 4
1


H
Q  

(3) H  fəzasında elə   
1nn   ortonormal bazis var ki,  







1

1
)(

n
HnxQ  . 

(4) ).()0( QQ   

Əvvəlcə L  operatorunun spektri öyrənilir, sonra birinci və 

ikinci izi hesablanır. 

 1.1. –də aşağıdakı teorem isbat edilmişdir. 

 Teorem 1. )(xQ  operator-funksiyası (1)-(3) şərtlərini 

ödəyirsə, onda L  operatorunun spektri cüt-cüt kəsişməyən  

     ,2,1,12,12
11

22
 mQmQm

HHm  

parçalarının birləşməsinin alt çoxluğudur və  

a) L  operatorunun  212 m -dan fərqli m  parçasına daxil olan hər 

bir spektr nöqtəsi sonlu təkrarlığı olan izolə edilmiş məxsusi ədəddir; 

b)  212 m  nöqtəsi L  operatorunun sonlu və ya sonsuz təkrarlı 

məxsusi ədədi ola bilər; 

c)  

  ,12lim
2




mmn
n

  

olur, burada  
1nmn  L  operatorunun m -ə daxil olan məxsusi 

ədədləridir. 

 1.2-də ikinci iz haqqında aşağıdakı teporem isbat edilir. 
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Teorem 2. Əgər )(xQ  operator funksiyası (1)-(4) şərtlərini 

ödəyirsə onda aşağıdakı düstur doğrudur 

    
 
















1 01

2
42 )(

124
12

m n
mn dxxtrQ

m
m






 

.0)(
1

)(
1

2

0
2

0

2 




















 




dxxQtrdxxtrQ

 

1.3-də L  operatorunun birinci izi haqqında aşağıdakı teorem 

isbat edilir. 

 Teorem 3. Əgər )(xQ  operator funksiyası (1)-(3) şərtlərini 

ödəyirsə onda aşağıdakı düstur doğrudur 

   


















1 01

2
.0)(

2
12

m n
mn dxxtrQm




  

 İkinci fəsildə iki və dörd tərtibli diferensial-operator ifadə ilə 

doğrulmuş operatorların spektri öyrənilir və uyğun olaraq birinci və 

ikinci requlyarizə edilmiş izləri üçün düsturlar alınır. 

 2.1-də   HLH ,1,021   Hilbert fəzasında  

)()()()( xyxQxyyl   

diferensial ifadə və 

0,0)1()1(,0)0(  aayyy                        (1) 

sərhəd şərtləri ilə doğrulmuş öz-özünə qoşma 1L  operatoruna baxılır. 

)(xQ  operator-funksiya aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

1. Hər  1,0x  üçün HHxQ :)(  öz-özünə qoşma nüvə operator,  

 1,0  parçasında ikinci tərtib zəif törəməsi var və  2,1,0)()( lxQ l  hər 

 1,0x  nöqtəsində H -da öz-özünə qoşma nüvə operatordur.  

2. 
1H

Q  ,min
2

1
1 mm

m
 

 
  m 21  

.0sincos   a  
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3. H  fəzasında elə  
1nn  ortonormal bazis, var ki,  







1

1
)(

n
HnxQ  . 

 Tutaq ki, 0L   

)()(0 xyyl    

diferensial ifadə və (1) sərhəd şərtləri ilə doğrulmuş operatordur. 0L
 

operatorunun spektri   ,
1



mm  
çoxluğudur, burada 

  m 210
  

0sincos   a  tənliyinin 

kökləridir.  

 2.1-də 1L  operatorunun spektri öyrənilir. Aşağıdakı teorem 

isbat edilir. 

 Teorem 4. )(xQ  operator-funksiyası (1)-(3) şərtlərini 

ödəyirsə onda 1L  operatorunun spektri cüt-cüt kəsişməyən  

  ,2,1,,
11

 mQQ
HmHmm   

parçalarının birləşməsinin alt çoxluğudur və 

a) 1L  operatorunun m -dən fərqli m  parçasına daxil olan hər bir 

spektr nöqtəsi sonlu təkrarlığı olan izolə edilmiş məxsusi ədəddir; 

b) m  nöqtəsi 1L  operatorunun sonlu və ya sonsuz təkrarlı məxsusi 

ədədi ola bilər; 

c) ,lim mmn
n

 
  

doğrudur, burada  
1nmn   1L  operatorunun m -ə 

daxil olan məxsusi ədədləridir. 

 2.2.-də birinci iz haqqında aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 5. Əgər )(xQ  operator-funksiyası (1)-(3) şərtlərini 

ödəyərsə onda aşağıdakı düstur doğrudur 

    


















1

1

01

.)0()1(
4

1
)(

m n
mmn trQtrQdxxtrQ  

 2.3-də  

)()()()( xyxQxyyl   
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diferensial ifadə və  

0)(,0)0(  yy . 

sərhəd şərtləri ilə doğrulmuş 2L  operatorunun spektri öyrənilir və 

onun requlyarizə edilmiş iz düsturu isbatlanır; )(xQ
 

operator 

funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

(1) Hər  ,0x  üçün HHxQ :)( öz-özünə qoşma nüvə 

operator,  ,0  parçasında ikinci tərtib zəif törəməsi var və  

)2,1)(()( ixQ i  hər  ,0x  nöqtəsində H -da öz-özünə qoşma 

nüvə operatorudur. 

(2) 1
1


H
Q . 

(3) H  fəzasında elə  
1nn  ortonormaı bazis var ki, 




1
1

)(
n

HnxQ 
.
 

2.4-də aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 6. Əgər )(xQ  operator-funksiya (1)-(3) şərtlərini 

ödəyirsə onda aşağıdakı düstur doğrudur 

    .)0()(
4

1
)(

1
2/1

1 1 0

2
  


















m n
mn trQtrQdxxtrQm 






 

 2.5-də  

)()()()( )4( xyxQxyyl   

dörd tərtibli diferensial ifadə və 

.0)(,0)0(

0)(,0)0(









yy

yy
 

sərhəd şərtləri ilə doğrulmuş 3L  operatorunun spektri öyrənilir və 

ikinci requlyarizə edilmiş izi tapılır.  

)(xQ  operator-funksiya aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

(1) hər  ,0x  üçün HHxQ :)(  öz-özünə qoşma nüvə 

operatorudur. )(xQ -in )(1 H  fəzasında normaya görə  ,0  



13 
 

parçasında dördüncü tərtib kəsilməz törəməsi var
   4,3,2,1:)(  iHHxQ i   öz-özünə qoşma operatordur. 

(2)     1
1


H
Q  

(3) H  fəzasında elə  
1nn  ortonormal bazis var ki, 




1
1

)(
n

HnxQ 
.
 

(4)  4,3,2,1,0)(
)(

)(

1

ixQ
H

i


funksiyaları  ,0  parçasında 

məhduddur.  

Aşağıdakı əsas teorem isbat edilmişdir. 

 Teorem 7. Əgər )(xQ operator-funksiyası (1)-(4) şərtlərini 

ödəyirsə onda ikinci requlyarizə edilmiş iz üçün aşağıdakı düstur 

doğrudur: 

        














1 1 0

2482 2/1
2

1
)(2/1

2
2/1

m n
mn mdxxtrQmm






 

    )0()(
8

1
)0()( QtrQtrQtrQtr 




 






















 

2

0
2

0

2 )(
4

1
)(

4

3 


dxxQtrdxxtrQ  

 )0(8)0()(8)(
32

1 2)4(2)4( trQtrQtrQtrQ    

 Üçüncü fəsildə Şturm-Liuvill tipli məsələlərin məxsusi ədəd 

və məxsusi funksiyalarının asimptotikası öyrənilir. 

 3.1-də  

,)(: uuxquu   для      1,,,1 2211 hhhhx            (2) 

Ştrum-Liuvill tənliyi 

  ,0)1()1(: 211  uuuL                        (3) 

      0)1()1(: 22112  uuuL                    (4) 

sərhəd şərtləri həmçinin  
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    ,000:)( 113  huhuuL                        (5) 

    ,000:)( 114  huhuuL                       (6) 

    ,000:)( 225  huhuuL                        (7) 

    ,000:)( 226  huhuuL                        (8) 

qoşma şərtlərlə öyrənilir, burada )(,11 21 xqhh   

   211 ,,,1 hhh   1,2h  aralıqlarının hər birində həqiqi qiymətli 

kəsilməz funksiyadır.  

   )2,1)((lim:0 0   ixqhq
ihxi sonlu limitləri var, iii  ,,,,  

 2,1i  həqiqi sabitlərdir, ,021    ,0,0    

.0: 1221  
 
 

  C 1,12LH  Hilbert fəzasında skalyar hasil 

 



1 2

11

2 )()()()(:,

h h

h

dxxgxfdxxgxfGF 

 

 
1

11

22
22

2

)()(
h

gfdxxgxf



  

düsturu ilə təyin olunur, burada H
g

xg
G

f

xf
F 



















11

)(
:,

)(
: . 

)1()1(:)(),1()1(:)( 211211 uuuRuuuR    işarələməsindən 

istifadə olunur. 

   211 ,,,1 hhh  və  1,2h -də təyin olunan )(xf  funksiyasının   

  ),2,1()(lim:0 0   ixfhf
ihxi  sonlu limitləri var.  

),(),(),( 321 xfxfxf  ilə  ,,1: 11 h  212 ,: hh  və  1,: 23 h  

parçalarında uyğun olaraq təyin olunan 

 














1

0

1

1 )(lim

,1)(
)(

1
hxxf

hxxf
xf

hx
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 

























2
0

21

1
0

2

)(lim

,),(

)(lim

)(

2

1

hxxf

hhxxf

hxxf

xf

hx

hx

 

 









 

1,)(

)(lim
)(

2

2
0

3
2

hxxf

hxxf
xf hx  

funksiyaları işarə edək. 

 (2)-(8) sərhəd məsələsi operator şəkildə aşağıdakı kimi 

yazılır:  













)(
:

1 fR

f
AF


 

 )(),(:)( xfxfHFAD ii


 
 3,2,1 ii -də mütləq kəsilməzdir 

),1,1(2  Lf
 

065431  fLfLfLfLfL  və )(1
11 fRf 

 
Beləliklə, (2)-(8) məsələsinə A  operatorunun məxsusi ədəd məsələsi 

kimi baxa bilərik.  

Aşağıdakı teorem isbat edilir.  

 Teorem 8. A simmetrik operatordur. 

 3.3-də aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 9. (2)-(8) məsələsinin ,2
nn s  ,2,1,0n  məxsusi 

ədədləri üçün aşağıdakı asimptotik bərabərlik doğrudur: 

1 Hal.  ,0,0 22    isə 

 
.

1
0

2

1













n

n
sn


 

2 Hal. ,0,0 22   isə 

 
.

1
0

2

2/1













n

n
sn


 

3 Hal ,0,0 22   isə 
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 
.

1
0

2

2/1













n

n
sn


 

4 Hal. ,0,0 22    isə 











n

n
sn

1
0

2


 

sonra (2)-(8) məsələsinin məxsusi ədədləri üçün daha dəqiq 

asimptotik düsturlar isbat edilir. 

1 Hal. ,0,0 22    isə 

 
 

.
1

0)(
2

1

1

1

2

1
2

1

12

1

2

1




























 

 n
dyyq

n

n
sn












 

2 Hal.  ,0,0 22    isə 

 
 

.
1

0)(
2

1

2/1

1

2

2/1
2

1

12

1



























 

 n
dyyq

n

n
sn








 

3 Hal.  ,0,0 22    isə 

 
 

.
1

0)(
2

1

2/1

1

2

2/1
2

1

12

1

2

1




























 

 n
dyyq

n

n
sn












 

4 Hal. ,0,0 22   isə 

.
1

0)(
2

11

2 2

1

12

1






















 

 n
dyyq

n

n
sn








 

Aşağıdakı teoremin doğruluğu göstərilir. 

 Teorem 10. (2)-(8) məsələsinin 

 

   

   

   















1,,

,,

,1,

,

23

212

11

hxx

hhxx

hxx

x

n

n

n

n







  

məxsusi funksiyaları üçün aşağıdakı asimptotik düsturlar doğrudur: 

1 Hal. ,0,0 22    isə 
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 

   
 

   
 

   
 




















































.1,,
1

0
2

11
cos

,,,
1

0
2

11
cos

,,1,
1

0
2

11
cos

,

2
2

21
2

12

hx
n

xn

hhx
n

xn

hx
n

xn

x n
















  

2 Hal.  ,0,0 22   isə 

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 




























































.1,,
1

0
2

12/1
sin

2/1

2

,,,
1

0
2

12/1
sin

2/1

2

,,1,
1

0
2

12/1
sin

2/1

2

,

2
1

21
1

1
1

hx
n

xn

n

hhx
n

xn

n

hx
n

xn

n

x n



















  

3 Hal. ,0,0 22    isə 

 

   
 

   
 

   
 




















































.1,,
1

0
2

12/1
cos

,,,
1

0
2

12/1
cos

,,1,
1

0
2

12/1
cos

,

2
2

21
2

12

hx
n

xn

hhx
n

xn

hx
n

xn

x n
















  

4 Hal. ,0,0 22   isə 

 

   
 

   
 

   
 























































.1,,
1

0
2

12/1
sin

2

,,,
1

0
2

12/1
sin

2

,,1,
1

0
2

12/1
sin

2

,

2
1

21
1

1
1

hx
n

xn

n

hhx
n

xn

n

hx
n

xn

n

x n



















  
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 Bütün göstərilmiş asimptotik ifadələr kəsilən əmsallı və 

sərhəd şərtində spektral parametr olan halda x  -ə nəzərən müntəzəm 

ödənir. 

 3.4-də 


















,

22
,0   aralığında 

0)())(()()(  xuxxuxqxu                         (9) 

tənliyə 

,0sin)0(cos)0(   uu                         (10) 

,0sin)(cos)(   uu                         (11) 

sərhəd şərtləri 

,00
2

0
2
























uu                          (12) 

,00
2

0
2
























uu                         (13) 

qoşma şərtləri ilə baxılır, burada )(xq  


















,

22
,0   aralıqlarının 

hər birində həqiqi qiymətli və kəsilməz funksiyadır 

)(lim0
2 0

2

xqq
x 














 sonlu limiti var,  0)(x  



















,

22
,0 

aralıqlarının hər birində həqiqi qiymətli kəsilməz funksiyadır 

)(lim0
2 0

2

x
x















 sonlu limiti var 0)(  xx , 










2
,0


x

 

isə

2
)(


 xx  








 


,

2
x  isə   həqiqi spektral parametr və  

0,,   həqiqi sabitlərdir. 

3.5-də aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 11. (9)–(13) sərhəd məsələsinin yalnız sadə məxsusi 

ədədləri ola bilər.  

 3.6-da aşağıdakı teorem isbat edilir. 
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 Teorem 12. (9)–(13) sərhəd məsələsinin sonsuz sayda müsbət 

məxsusi ədədləri vardır.  

 Məxsusi ədəd və məxsusi funksiyalar üçün uyğun olaraq  











n
nsn

1
0  































































,
2

1
0cos

sin

,
2

,0,
1

0cossin

)(

x
n

nx

x
n

nx

xun  

asimptotik düsturlar alınır. 

Əlavə şərtlər daxilində daha dəqiq asimptotik düsturlar alınır. 

Bu halda alınan düsturlar gecikmədən asılı olur. 

 Tutaq ki, aşağıdakı şərtlər ödənir: 

(а) 


















,

22
,0  -də )(xq  və )(x  məhdud törəmələri var və 

)(lim0
2 0

2

xqq
x















  və )(lim0

2 0
2

x
x

 







 





sonlu limitləri 

vardır. 

(b) 


















,

22
,0  -də 1)(  x , 0)0(   və .0)(lim

0
2




x
x


 

    

    




















x

x

dsqsxB

dsqsxA

0

0

.cos)(
2

1
,,

,sin)(
2

1
,,





 

olsun. 

Aşağıdakı teoremlər isbat edilmişdir. 

 Teorem 13. Tutaq ki, (а) və (b) şərti ödənir, onda (9)–(13) 

sərhəd məsələsinin 2
nn s  müsbət məxsusi ədədləri üçün n

olduqda  
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   









2

1
0)(,,

1

n
nBctgctg

n
nsn 


 

asimptotik ifadəsi doğrudur 

 Teorem 14. Tutaq ki, (а) və (b) şərti ödənir, onda (9)–(13) 

sərhəd məsələsinin )(xun  məxsusi funksiyalar üçün n olduqda 



































.,
2

).(

,
2

,0).(

)(

2

1






xxu

xxu

xu

n

n

n  

asimptotik düsturu doğrudur, burada )(1 xu n  və )(2 xu n uyğun olaraq 

   












 


 ctgctg

n

nx
nxA

n
nxxu n

sin
)(,,

1
1cossin)(1  

      ,
1

0)(,,)(,,
2










n
nxBctgxnB   

   












 







ctgctg

n

nx
nxA

n
nxxu n

sin
)(,,

1
1cos

sin
)(2  

      .
1

0)(,,)(,,
2










n
nxBctgxnB   

düsturları ilə təyin edilir. 

 3.7-də      ,,,0 2211 hhhh   aralığında  

0)())(()()(  xyxxyxqxy                      (14) 

tənliyinə 

,0sin)0(cos)0(   yy                           (15) 

,0sin)(cos)(   yy                          (16) 

sərhəd şərtləri və 

  ,00)0( 1
3

1  hyhy                            (17) 

  ,00)0( 1
3

1  hyhy                           (18) 

  ,00)0( 22  hyhy                                (19) 

  ,00)0( 22  hyhy                               (20) 
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qoşma şərtləri ilə baxılır, burada )(xq       ,,,0 2211 hhhh   

aralıqlarının hər birində həqiqi qiymətli və kəsilməz funksiyadır,  

  ),(lim0
0

xqhq
ihx

i




 

;2,1i sonlu limiti var; 0)(  x  

     ,,,0 2211 hhhh   aralıqlarının hər birində həqiqi qiymətli 

kəsilməz funksiyadır,   ),(lim0
0

xh
ihx

i 


;2,1i  sonlu limiti var; 

0)(  xx   1,0 hx
 

isə 1)( hxx  ;  21,hhx  isə 

2)( hxx  ;  ,2hx  isə,   həqiqi spektral parametr,  ,  

həqiqi sabitlər və 0cossin  . 

Tutaq ki, aşağıdakı şərtlər ödənir 

(а)      ,,,0 2211 hhhh   -də )(xq
 

və )(x  məhdud törəməsi 

vardır və  

  )(lim0
0

xqhq
ihx

i



 və   2,1),(lim0

0
  


ixh

ihx
i sonlu 

limitləri vardır. 

(b) 1)(  x       ,,,0 2211 hhhh 
 

0)0(   və

.2,1,0)(lim
0




ix
ihx

 

    

    







x

x

dqxB

dqxA

0

0

.cos)(
2

1
,,

,sin)(
2

1
,,





 

işarə edək.  

Aşağıdakı teoremlər doğrudur:  

 Teorem 15. Tutaq ki, (а) və (b) şərti ödənir. Onda (14)–(20) 

sərhəd məsələsinin 2
nn s  müsbət məxsusi ədədləri üçün n

olduqda aşağıdakı asimptotik düstur doğrudur: 

   









2

1
0)(,,

1

n
nBctgctg

n
nsn 


. 

 Teorem 16. Tutaq ki, (а) və (b) şərti ödənir. Onda (14)–(20) 

sərhəd məsələsinin )(xun  məxsusi funksiyaları üçün n  olduqda 
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 

 

 















,,),(

,,),(

,,0),(

)(

23

212

11

hxxu

hhxxu

hxxu

xu

n

n

n

n  

asimptotik düsturu doğrudur, burada )(),( 21 xuxu nn  
və )(3 xu n  

uyğun 

olaraq 

 













 


n

nx

n

nxA
nxxu n






sin)(,,
1cossin)(1  

       .
1

0)(,,)(,,
2










n
nBctgxnBctgctg   

 













 


n

nx

n

nxA
nx

n

xu n






 sin)(,,
1cos

sin
)(

3

22  

       ,
1

0)(,,)(,,
2










n
nBctgxnBctgctg   

 













 


n

nx

n

nxA
nx

n

xu n






 sin)(,,
1cos

sin
)(

3

23  

        ,
1

,,)(,,
2










n
OnBctgxnBctgctg   

düsturları ilə təyin edilir. 

3.8-də  ,0  yarımoxunda 

0)())(()()(  xyxxyxqxy                        (21) 

tənliyi və 

   

  



















.)(sup

0)(,)()0()(

,0)0()0(

,0

3

xy

xxеслиxxyxxy

yy





        (22) 

sərhəd şərtləri ilə verilən sərhəd məsələsi öyrənilir. Burada )(xq
 
və 

0)(  x
 

 ,0  yarımoxunda təyin olunmuş və kəsilməz 
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funksiyadır,  həqiqi parametrdir    )(, x  0E  

başlanğıc çoxluğunda kəsilməz başlanğıc funksiyadır, belə ki, 

1)0(  . 

Aşağıdakı teoremlər isbat edilmişdir. 

 Teorem 17. (21), (22) sərhəd məsələsinin yalnız sadə 

məxsusi ədədləri ola bilər. 

 Teorem 18. Tutaq ki,  




0)(sup
0

 x
Ex

 

və (21) tənliyində 

 


 
0

.qdq   

Onda   parametrinin bütün müsbət qiymətləri (21), (22) sərhəd 

məsələsinin məxsusi ədədləri olur. 

 Teorem 19. Tutaq ki,   ,0)(0 0  xqxq  

 



0

0 .)(  dqq  

və  .00)(  xxx
 

Tutaq ki, 0,0    və 0K  elə 

ədədlərdir ki, 
   .0)(0   xKex x  

ödənir. Onda   -nın  

,0q  

bərabərliyini ödəyən bütün qiymətləri (21), (22) sərhəd məsələsinin 

məxsusi ədədləri olur. 

 Teorem 20. Tutaq ki, (21) və (22)-də. 

 00)( Exx   

 ,0 -da 0)( xq . Onda (21), (22) sərhəd məsələsinin mənfi 

məxsusi ədədi yoxdur. 

 3.10-da      ,,,0 2211 hhhh   aralığında  

0)())(()()( 2  xyxxyxqxy                    (23) 
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tənliyi 

,0sin)0(cos)0(   yy                          (24) 

,0sin)(cos)(   yy                          (25) 

sərhəd şərtləri və 

,0)0()0( 11  hyhy                              (26) 

,0)0()0( 11  hyhy                           (27) 

,0)0()0( 22  hyhy                           (28) 

,0)0()0( 22  hyhy                          (29) 

qoşma şərtləri ilə verilən sərhəd məsələsinin requlyarizə edilmiş izi 

hesablanır, burada )(xq       ,,,0 2211 hhhh   aralıqlarının hər 

birində həqiqi qiymətli və kəsilməz funksiyadır,  

  ;2,1),(lim0
0




ixqhq
ihx

i sonlu limiti var; 0)(  x  

     ,,,0 2211 hhhh   aralıqlarının hər birində həqiqi qiymətli və 
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 həqiqi spektral parametr,  ,, 21 hh  

həqiqi sabitlərdir, beləki 0cossin,0 21  hh . 
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işarə edək. 

Aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 21. (23)–(29) sərhəd məsələsinin məxsusi 

funksiyaları üçün n  aşağıdakı asimptotik düstur doğrudur.  
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Requlyarizə edilmiş iz haqqında aşağıdakı əsas teorem isbat eidlir. 

 Teorem 22. (23)–(29) sərhəd məsələsinin requlayrizə edilmiş 

izi üçün aşağıdakı düstur doğrudur 
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 (30) bərabərliyinin sol tərəfindəki sıraya (23)–(29) sərhəd 

məsələsinin requlyarizə edilmiş izi deyilir. 

 Dördüncü fəsildə operator əmsallı diferensial tənliklərin 

izləri öyrənilir. 

 4.1-də   HLH ,,021   Hilbert fəzasında  

)()()()()( xyxQxAyxyyl   

və  

0,0)()(,0)0(  bbyyy                      (31) 

sərhəd şərtləri ilə doğrulmuş öz-özünə qoşma 4L  operatoruna baxılır, 

burada HADA )(:   operatoru aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

).(, 1* HAIAA 
    

Tutaq ki, )(xQ  operator funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

(1) )(xQ -in  ,,0  parçasında ikinci zəif törəməsi var  gfxQ ,)(

hər Hgf ,  üçün kəsilməzdir və )2,1,0()(:)()(  iHADxQ i

 
hər 

 ,0x  üçün H  fəzasında öz-özünə qoşma nüvə operatorudur. 

(2) )2,1,0()(
)(

)(

1

ixQ
H

i


 funksiyaları  ,0  parçasında məhdud 

və ölçüləndir. 
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(3) Hər Hf   üçün   .0,)(
0

 


dxffxQ H  

 A operatorunun məxsusi ədəd və məxsusi funksiyalarını 

uyğun olaraq ,, 21   və ,, 21   ilə işarə edək. 

 Tutaq ki, 0L  operatoru 

)()()( xAyxyyl   

diferensial ifadəsi və (31) sərhəd şərtləri ilə doğrulmuşdur. 

 0L
 

operatoru diskret spektrə malikdir. Tutaq ki, 

  n 21  bu operatorun məxsusi ədədləridir.  

 )(xQ
 
operator funksiyası 1H  fəzasında məhdud olduğundan  

4L  operatoru da diskret spektrə malik olacaq. Tutaq ki,  

  n 21  4L  operatorun məxsusi ədədləridir. 

4.2-də aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 23. Əgər )(xQ  operator funksiyası (1), (2) şərtlərini 
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4.3-də aşağıdakı əsas teorem isbat edilmişdir. 

 Teorem 24. Əgər )(xQ  operator funksiyası (1)-(3) şərtlərini 

ödəyir və ,j
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doğrudur.  
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Bu bərabərliyin sol tərəfindəki sıraya 4L  operatorunun requlyarizə 

edilmiş izi deyilir. 
 4.4-də   HLH ,,021   Hilbert fəzasında uyğun olaraq  

),()()1()( )2(
0 xAyxyyl mm   

)()()()()1()( )2( xyxQxAyxyyl mm   

diferensial ifadələri və eyni 

),,,2,1(0)()0( )12()22( miyy ii                     (32) 

sərhəd şərtləri ilə doğrulmuş 0L
 

və 5L  öz-özünə qoşma 

operatorlarına baxılır, burada HADA )(:  operatoru aşağıdakı 

şərtləri ödəyir: 

 HAIAA 
  1* , . 

Tutaq ki, )(xQ  operator-funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

(1) )(xQ  -in  ,0  parçasında ikinci tərtib zəif törəməsi var və hər  

Hgf ,  üçün  gfxQ ,)(  kəsilməzdir. 

(2) )2,1,0()(:)()(  iHADxQ i hər  ,0x  üçün H  fəzasında 

öz-özünə qoşma nüvə operatorudur. 

(3) )2,1,0()(
)(

)(

1

ixQ
H

i


funksiyası  ,0  parçasında məhduddur. 

 A  operatorun məxsusi ədəd və məxsusi funksiyalarını uyğun 

olaraq  ,, 21 
 
və ,, 21  ilə işarə edək. 

 0L
 

operatoru diskret spektrə malikdir. Tutaq ki,

  n 21  
bu operatorun məxsusi ədədləridir.  

 )(xQ
 
operator funksiyası 1H  fəzasında məhdud olduğundan  

5L , operatoru da diskret spektrə malik olacaq. Tutaq ki,  

  n 21  
5L  operatorunun məxsusi ədədləridir. 

 Aşağıdakı lemma isbat edilir. 
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 Lemma 1. Əgər )(xQ  operator funksiyası (1)-(3) şərtlərini 
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 4.6-da aşağıdakı düstur alınmışdır 
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Aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 25. Əgər )(xQ operator funksiyası (1)-(3) şərtlərini 

ödəyir və ,j
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doğrudur.  

Aşağıdakı əsas teorem isbat edilir. 

 Teorem 26. Əgər )(xQ  operator funksiyası (1)-(3) şərtlərini 

ödəyir və ,j
 



30 
 

 



















1222

212
,0~

m

mm
aajj    isə, onda  

   .)0()(
4

1
,)(

1
lim

1 0

 












p

qq

n

q
jjqq

p
trQtrQdxxQ 






 

doğrudur . 

 

 

NƏTİCƏ 

 

 Dissertasiya işi operator əmsallı diferensial operator tənliyin 

spektrinin və requlyarizə edilmiş izinin öyrənilməsinə, kəsilmə 

nöqtəsində qoşma şərtlər, sərhəd şərtləri ilə verilən gecikən 

arqumentli ikitərtibli diferensial tənliyin məxsusi ədəd, məxsusi 

funksiyalarının asimptotikalarının və requlyarizə edilmiş izlərinin 

öyrənilməsinə həsr edilmişdir. 

Dissertasiyanın əsas nəticələri aşağıdakılardan ibarətdir: 

 Anti periodik sərhəd şərtli diferensial operatorun birinci və 

ikinci requlyarizə edilmiş iz düsturları tapılmışdır. 

 Operator əmsallı iki tərtibli diferensial tənliyin spektri 

öyrənilmiş və birinci requlyarizə edilmiş izi hesablanmışdır. 

 Operator əmsallı dörd tərtibli diferensial tənliyin ikinci 

requlyarizə edilmiş izi üçün düstur alınmışdır. 

 Sərhəd şərtində spektral parametr olan kəsilən sərhəd 

məsələsinin spektri öyrənilmiş və məxsusi ədəd və məxsusi 

funksiyaları üçün asimptotik düsturlar tapılmışdır. 

 Gecikən arqumentli kəsilən sərhəd məsələsinin məxsusi ədəd 

və məxsusi funksiyaları üçün asimptotik düsturlar tapılmışdır. 

 Gecikən arqumentli və qoşma şərtində spektral parametr olan 

kəsilən sərhəd məsələsinin məxsusi ədəd və məxsusi funksiyaları 

üçün asimptotik düsturlar tapılmışdır. 

 Yarımoxda verilmiş sərhəd şərtində spektral parametr olan 

gecikən arqumentli iki tərtibli diferensial tənliyin məxsusi 

ədədlərinin aşağı sərhəddi haqqında teoremlər isbat edilmişdir. 
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 Gecikən arqumentli Şturm-Liuvill tipli məsələnin requlyarizə 

edilmiş izi hesablanmışdır. 

 Məhdud və qeyri-məhdud operator əmsallı diferensial 

operatorun spektri öyrənilmiş və requlyarizə edilmiş izi 

hesablanmışdır. 
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