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ISIN UMUMI XARAKTERISTIiKASI

Moévzunun aktualhgr va islonmo daracasi. Dissertasiya isi sorhad
sortlorina spektral parametr daxil olan doérdincii tortib adi diferensial
operatorlarin spektral xassalarinin tadqigine hosr edilmisdir.

Sorhad sortlorine spektral parametr daxil olan diferensial operatorlarin
spektral nozoriyyosi miiasir riyaziyyatin on mithiim bdlmolarindan biridir.
Sorhad sortlorine spektral parametr daxil olan sarhad masalalari mexanikanin
Vo fizikanin bir ¢ox masalalarinin todqiqi zaman1 meydana ¢ixdigindan onlarin
oyranilmasi hom nozari, hom do tatbigi shamiyyat kasb edir. Halo 1820-ci ilds
M. Puasson uzanmayan ipin ucundan asilmis cismin harokatino dair masaloni
hall edarkon sarhod sortino spektral parametr daxil olan 2-ci tortib adi
diferensial tonlik tigiin sarhod mosalasina golir. Belo moasals ilo bagli A. N.
Krilov va S.P. Timosenko tobiat elmlarinin aktual masslalarindan biri olan
cubuqun uzununa ragslorine dair masaloys baxirlar. V.V. Bolotin! bir ucu
borkidilmis, digar ucunda iss inersial yiik olan va ya izloyici qlivva tasir edon
Vo en kasiklorinds uzununa qiivvo tosir edon cubugun ayilma roagslorini
Oyranir. Qeyd edak ki, bu masals sarhad sortlarine spektral parametr daxil olan
dordiincii tortib adi diferensial tonliklor iigiin moxsusi giymot masalasi ilo
tosvir edilir.

Sorhad sartlorine spektral parametr daxil olan Sturm-Liuvillin masalasi
oawvalor J. Uolterin, C.T. Fultonun, E.M. Russakovskinin va digarlarinin
islorinds todqiq edilmisdir. Bu masalalor L, @®C",N>1 Hilbert fozasinda

tosir edon 6z-6zline qosma operatorlar {iglin spektral masalalora gatirilir. Onlar
torafindon miiayyon edilmisdir ki, uygun operatorlarin koklii vektorlar sistemi
L, ®C",N>1 fozasinda Riss bazisi omolo gotirir. Sonralar ilk dofo Y.I.
Moiseyev va N.Y. Kapustin? torafindon gostorilmisdir ki, sorhad sortine
spektral parametr daxil olan Sturm-Liuvill masalasinin moxsusi funksi-
yalar sistemindon biri atildiqdan sonra yerdo galan sistem L, 1< p <o,

!BuGpanuu B Texnuke: CripaBounuk B 6-tu Tomax. T. 1. KoneGanus MexaHM4eCKHX
cucreM / WM. Aprobonesckuii, A.H. Boromo6os, B.B. Bomorun [u mp.] (mmox
penakuueit B.B. bonoruna). — Mocksa: ManmHoctpoenue, — 1978, — 352 c.

2Kamyctun, H.1O., Moucees, E.M. O 6a3ucHOCTH B IPOCTPAHCTBE Lp cucreM coOcCT-
BEHHBIX (DYHKIMH, OTBEYAIOIIMX OBYM 3aJadaM CO CHEKTPAJIBHBIM IapaMeTpoOM B

rpanuyHoM ycioBur // — MockBa: Iuddepenunansusie ypasaenus, — 2000. 1. 36, Ne
10, — c. 1357-1360.



fozasinda bazis amalo gotirir. Daha sonralar N.B. Korimov vo R.Q. PoladoV?,

Z. S. Oliyev vo A.A. Diinyamaliyeva* torafindon sorhad sortlorinin hor ikisino
spektral parametr daxil olan Sturm-Liuvillin mosalasi tadqiq edilmis vo koklii
funksiyalar sistemindon ikisi atildigdan sonra yerdo galan sistemin

L,, 1< p<oo, fozasinda bazis omalo gatirmasi {igiin kafi sortlor miiayysn

edilmigdir..

N.B. Korimov vo Z.S. Oliyev®, Z.S. Oliyev®’ sorhad sortlorindon
birino spektral parametr daxil olan dordiincii tortib adi diferensial tonliklor
tiglin sorhod masalalorinin (tamam requlyar Sturm sistemloarinin) spektral
xassalorini 6yronmiglor. Onlar bu masalalorin koklii funksiyalar sistemindon
biri atildigdan sonra yerdo galan sistemin L ,1< p <o, fozasinda bazis

amoala gatirmasi tiglin zaruri vo Kafi sortlor tapmuslar.

Belslikla, sorhad sartlorinin birino spektral parametr daxil olan requlyar
Sturm sistemlorinin vo sarhad sortlorinin ikisino spektral parametr daxil olan
tamam requlyar Sturm sistemlorin spektral xassalorinin aragdirilmasi aktualdir.

Tadqiqatin obyekti vo predmeti. Todgiqatin obyekti sorhad sortlorino
spektral parametr daxil olan doérdiincii tortib adi diferensial operatorlar,
predmeti iso moxsusi funksiyalarin osilllyasiya xassalari, maxsusi va qosulmus
funksiyalar sisteminin bazislik xassalori.

Tadgigatin magsadi va vazifalari. Dissertasiya isinin 2sas magsadi vo
vazifalori sarhad sortlorina spektral parametr daxil olan requlyar va tamam
requlyar Sturm sistemlarinin maxsusi adalorinin hagigi oxda yerlosmasinin

SKepumos H.B., Tlonanos P.I. BasucHble CBOHCTBA CHCTEMbI COOCTBEHHBIX (yHKIIHIA
3amaun Itypma-JInyBuuIs co CHEKTpaJbHBIM MTAPaMEeTPOM B TPAHWYHBIX YCIOBHSX //
— Mocksa: J{okmagsr PAH, —2012. T.442, Ne 1, —c. 583-586.

‘Anues, 3.C., Jlyupsamanuesa, A.A. JlepexTHas Oa3sUCTHOCTb CHUCTEMbI KOPHEBBIX
¢ysxoui 3agaun [typma-JInyBWIUIS CO CHEKTPANbHBIM MapaMEeTPOM B TPAHUYHBIX
yenosusix [/ — Mocksa: luddepenimansasie ypaBaenus, — 2015, 1. 51, Ne 10,
—c. 1259-1276.

5 Kepumos, H.B., Anues, 3.C. O 6a31CHOCTH CHCTEMBI COOCTBEHHBIX (DYHKIMHA OJHOM
CIEKTPAJIBGHON 33/1a4d CO CIIEKTPAJIBHBIM IapaMETpOM B TI'DaHUYHOM yCiIoBHH  //
— Mocksa: [uddepenunansupie ypasaenus, — 2007, T. 43, Ne 7, — c. 886-895.

®Anues, 3.C. BasucHbIE CBOWCTBA B IPOCTPAHCTBE Lp CHCTEM KOPHEBBIX (YHKIMH

OHHOﬁ CHeKTpaJ'H:HOﬁ 3aa4yu CO CIICKTPAJbHBIM MMapaMeTpOM B I'PAaHUYHOM YCJIOBUH
Il — Mockga: Juddepenimanbusie ypapaenus, — 2011. 1. 46, Ne 6, — ¢.764-775.
"Aliyev, Z.S. Basis properties of a fourth order differential operator with a spectral
parameter in the boundary condition // Cent. Euro. J. Math., — 2010, v. 8, no. 2,
—p. 378-388.
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Umiiumi xarakterinin verilmosi, koklii alt fozalarin strukturunun vo moxsusi
funksiyalarin osillyasiya xassalarinin 6yranilmasi, koklii funksiyalar1 sistemi-
nin alt sitemlorinin L ,1< p<o, fozasinda bazislik xassalorinin todgiq

edilmasindan ibaratdir.
Miidafiaya ¢ixarilan asas miiddaalar. Dissertasiyanin midafisasi {igiin
osas olan miiddoealar asagidakilardir:

— potensila malik dordiincii tortib requlyar Sturm sistemlorinin kokli alt
fozalarmin strukturunun vo moxsusi funksiyalarinin osillasiya xassalorinin
oyranilmasi;

— potensila malik vo sarhad sortina spektral parametr daxil olan dérdiincii
tortib requlyar Sturm sistemlorinin  moxsusi oadadlorinin  hogigi oxda
yerlosmosinin  imumi xarakteristikasinin verilmasi, moxsusi oadadlorinin
tokrarlanma tortiblorinin  miioyyanlogdirilmasi, moxsusi funksiyalarinin
osillasiya  xassoalorinin ~ Oyronilmasi, moxsusi  funksiyalar  sisteminin
L,, 1< p <o, fozasinda bazislik xassalorinin todqiq edilmasi;

— sorhad sartlorinin ikisino spektral parametr daxil olan tamam requlyar
Sturm sistemlorinin maxsusi adadlorinin hoqiqi oxda paylanma qaydasinin
oyronilmasi, moxsusi funksiyalarinin vo onlarin téromalorinin  osillasiya
xassalorinin todgiq edilmosi, moxsusi odadlori vo moxsusi funksiyalari {igiin
asimptotik diisturlarin  alinmasi, moxsusi funksiyalart sistemindon iKisi
atildigdan sonra alman sistemin Lp, 1< p<oo, fozasinda bazis omoalo

gotirmasi kafi sortlorin miiayyanlosdirilmasi.
Tadgiqatin elmi yeniliyi. Dissertasiya isindo asagidaki asas naticalor
almmugdir: potensiala malik tam requlyar Sturm sistemlori iigiin:
— koklu alt fazalarinin strukturu va biitiin maxsusi funksiyalarin osillasiya
xassalori dyronilmisdir;
sorhod sortlorindon birino  spektral parametr daxil olan potensiala malik
requlyar Sturm sistemi iigiin:
— moxsusi adadlorin haqigi oxda yerlogsmosinin iimumi xarakteristikasi
verilmigdir;
— moxsusi funksiyalarin osillasiya xassalori tam dyranilmisdir;
— moaxsusi funksiyalar sistemindan ixtiyari biri atildigdan sonra yerds galan
sistemin L, 1< p <o, fozasinda bazis amalo gatirdiyi isbat edilmisdir;
sorhad sartlorinin ikisino spektral parametr daxil olan tamam requlyar

Sturm sistemlori {igiin:
— moxsusi adadlarin haqiqi oxda paylanma qaydasi 6yranilmisdir;



— moxsusi funksiyalarin vo onlarin téromalarinin osillasiya xassslori tam
todqiq edilmisdir;
— moxsusi funksiyalar vo moxsusi oadadlor iigiin asimptotik diisturlar
almmusdir;
— moxsusi funksiyalar sistemindon ikisi atildigdan sonra yerdo qalan
sistemin L ,1< p <o, fozasida bazis omolo gotirmosi sortlori miioyyon

edilmisdir.

Tadqiqatin nazari vo praktiki ahamiyyati. Dissertasiya isindo
alimmig naticolor osason nozori xarakter dasiyir. Onlardan diferensial
operatorlarin spektral nazariyyosinin miixtalif masslalorinin todqiqi, fizikanin
Vo mexanikanin miixtolif proseslorinin 6yronilmasi zamani istifads etmak olar.

Aprobasiyas1 va tatbiqi. Dissertasiya isinin naticolori Gonco Dovlot
Universitetinin “Riyazi analiz” kafedrasinin (rahbar dos. A.M. Hiiseynov),
Baki Dovlat Universitetinin “Riyazi analiz” kafedrasinin (rohbor prof. S.S.
Mirzoyev), Xozor Universitetinin “Riyaziyyat” departamentinin (rohbar prof.
N.B. Karimov), AMEA-nin Riyaziyyat vo Mexanika Institutunun “Diferensial
tonliklor” sébasinin (rohbar prof. ©.B. Bliyev) seminarlarinda, AMEA RMIi-
nun 55-ci illiyino hosr olunmus ‘“Riyaziyyat vo mexanikanin aktual
problemlori” movzusunda kegirilmis Beynolxalg konfransda (Baki, 2014),
“Riyaziyyatin vo IKT-nin totbigi saholori. Tolimin yeni texnologiyalari”
movzusunda kegirilon Beynolxalq konfransda (Geanca, 2014), “Riyaziyyat
elmlarinin inkisafi” moévzusunda kegirilon Beynslxalq konfransda (AMS-
2015), (Antaliya, Turkiys, 2015), Goanc alimlorin birinci Beynslxalq elmi
konfransinda (Goancs, 2016) vo Beynolxalg Voronej Qis Riyaziyyat
Moktobinin  “Funksiyalar noazoriyyssinin miiasir metodlart vo qarisiq
mosalalor” movzusunda kecirilon konfransda (Russiya, Voronej, 2021)
maruzs edilmisdir.

Iddiacinin saxsi tohfasi todgigat magsadinin formalasdiriimasindadir.
Dissertasiyada alinan biitiin naticalor iddiaciya aiddir.

Iddiacimin nosrlori. Dissertasiya isinin osas naticolori Azorbaycan
Respublikasi Prezidenti yaninda Ali Attestasiya Komissiyasinin tdvsiya etdiyi
jurnallarda 7 elmi mogalo (onlardan 2-i hammiollifsizdir, 2-i WOS, 2-i
SCOPUS bazalarina daxil olan jurnallarda) vo 5 beynolxalq konfrans
materiallarinda (onlardan 2-i xaricdo) ¢ap olunmusdur.

Dissertasiya isinin yerina yetirildiyi toskilatin adi. Dissertasiya isi
Goanca Dovlat Universitetinin “Riyazi anliz”kafedrasinda yerins yetirilmisdir.

Dissertasiyamin struktur bélmalorinin ayri-ayrihqgda hacmi geyd
olunmagla dissertasiyaninisara ilo iimumi hacmi. Dissertasiya iginin imumi
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hacmi 205750 isara (onlardan titul varaqi 381, miindaricat -2254, giris- 54000,
iki | fosil - 54000, 11 fosil — 94000, natico - 1115 isaro). istifads olunan
adobiyyat siyahist 77 addan ibaratdir.

DiSSERTASIYA iSININ OSAS MOZMUNU

Dissertasiya isi girisdon, 11 yarimfasildon ibarot 2 fasildon, noticadan vo
adobiyyat siyahisindan togkil olunmusgdur.

4 yarimfasildon ibarat | fosil sarhad sortlorino spektral parametr daxil
olan dordinctii  tortib adi diferensial tonliklor ticiin  requlyar Sturm
sistemlorinin moxsusi funksiyalarinin bazislik vo osillyasiya xassolorinin
todgiginoe hasr edilmisdir. Burada bu xassslorin tadqiqi tiglin bazi dordincii
tortib requlyar Sturm sistemlarinin (sarhod sortlorina spektr parametri daxil
olmayan) osillyasiya xassalari Gyronilir. Bu requlyar Sturm sistemlori tigiin
baslangic-sarhad mosalasinin sabit vuruq dagigliyi ilo yegana hallinin varligi
ishat olunur.

1.1 yarimfaslinda

() =(P()Y")" = (@(X¥)y) +r(x)y(x) = Az (x)y,0<x<I, (1)

y'(0) cosa —(py")(Q)sina =0, (2a)
y(0)cos g +Ty(0)sin 5 =0, (2b)
y'(l)cosy +(py")()siny =0, (2¢)
y(I)coso —Ty(l)sino =0, (2d)

requlyar Sturm sisteminin moxsusi funksiyalarmm osillasiya xassolori
oyronilir, burada 2eC — spektral parametrdir, Ty=(py”) —qy’, p(X)
funksiyas1 [0, I]-do miisbatdir vo miitloq kesilmaz téromays malikdir, g(X)
funksiyasi [0, I] -do manfi olmayan vo miitloq kasilmazdir, r(x) funksiyasi
[0, 1]-ds kesilmozdir, 7(X) funksiyasi isa [0, I]-do miisbat va kasilmazdir,
a, B,y,6 —hagiqi sabitdirlor, belo ki, «, 8,7 €[0,7/2], &¢<]0,7).

(1), (2) mosalasi ox tizra (Vo ya uzununa) qiivvarin tasiri altinda olan
bircins olmayan milin kisik enina ragslorinin tosvir edan dinamik sorhad
masalasinag dayisanlors ayirma tisulunu totbigq edarkon zamani meydana gixir.

Tamam requlyar Sturm sistemlorinin moxsusi odadlari hagigidirlor vo
geyri-mahdud azalmayan ardicillig amolo gotirirlor, belo ki, r=0 halinda
onlarin hamis1 miisbat vo sadadirlor, uygun maxsusi funksiyalar isa Sturmun
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osillyasiya xassalorino malikdirlor. r(x) funksiyasi eynilik kimi sifirdan forgli

oldugu halda iso bu maxsusi adadlor ilk m saydasi istisna olmagqla sadadirlor
Vo onlara uygun moxsusi funksiyalar isa Sturmun osillyasiya xassalarine
malikdirlor (burada m ikidon boyiik hor hansi natural adoddir).

Qeyd edok ki, (1), (2) masalesi f=8=x/2 hali istisna olmaqla
0 €[0,7/2] oldugda tamam requlyar Sturm sistemi, & €[z/2, ) oldugda iso
requlyar Sturm sistemidir. r=0 va & €[0,7/2] halinda (1), (2) masalasinin
moxsusi funksiyalarinin osillyasiya xassolori J1.0. Banks u Q.C. Kurovski®,
O €[r/2,x)oldugda iso Z.S.Oliyev® torofindon todqiq edilmigdir. Yalniz
Z.8.0liyev?® tamam requlyar Sturm sistemlorinin ilk m sayda maoxsusi
adadlarina uygun moxsusi funksiyalarinin osillyasiya xassolorinin tam todqiq
etmisdir.

Tutaq ki, 8, =7/2 agor Be[0,7/2), 5, =arctg F,(0)agar fB=r/2,
N,=N ogor 5€[0,5,) vo N,=N\{l} ogorde[s,,n)olarsa, burada
F,(1)=TI@LA)/I@LA), 9(x,A) isa r=0 oldugda(l), (2a)-(2c) masalasinin
hallidir.

Bu yarimfosil & €[z/2,7)oldugda (1), (2) mosalesinin kokli alt

fozalarinin strukturlarinin va ilk m sayda moxsusi adadlorine uygun moxsusi
funksiyalarinin osillyasiya xassoalarinin dyranilmasine hasr edilmisdir.
1.1yarimfasilinin asas naticasi asagidaki teoremdir.
Teorem 1. Har bir geyd olunmus o, f,yiigiin (1), (2) masalasinin

spektri sonsuz artan {4,(0)}.., ardiciligi amoala gatiran haqigi vo sada
maxsusi adadlardan ibaratdir. Bundan basqa, n e N, oldugda A,(5) maxsusi
adadina uygun 'y, ;(X) moxsusi funksiyasimn (O, |) intervalinda diizn -1
sayda sada sifirt var.

8 Banks, D.O., Kurowski G.J. A Prufer transformation for the equation of the
vibrating beam // Transactions of the American Mathematical Society, — 1974.
v.199, — p. 203-222.
° Aliyev, Z.S. Structure of root subspaces and oscillation properties of eigenfunctions
of one fourth order boundary value problem // — Baku: Azerbaijan Journal of
Mathematics, — 2014. v. 4, no. 2, —p. 108-121.
10 Anues, 3.C. O mo6anbHON Gu(ypKalyyu PENIEHHH HEKOTOPHIX HEJIMHENHBIX 3a/a4
Ha COOCTBEHHBIC 3HAYEHHUS JUI1 OOBIKHOBEHHBIX JU(QEpeHINATIbHBIX YpaBHEHHH
yeTBepToro nopsiaka / — Mocksa: Matemarnueckuii coopuuk, — 2016. T. 207, Ne
12, —c. 3-29.
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1.2 yarimfasilinds (1), (2a)-(2c) masalasinin halinin varligi,

yeganaliyi va asas xassalori 6yranilir.

Teorem 2. Hor bir geyd olunmus A eCiicgiin (1), (2a)-(2¢c)
masalasinin sabit vurug daqiqgliyi ilo yegana trivial olmayan y(x, A) halli var.

Hor bir qgeyd olunmus Xe[0,1] dgiin y(x,A)funksiyast A
parametrinin tam funksiyasidir. Qeyd edok ki, (1), (2) masalosinin A (0) u
A.(7/2), ne N, moxsusi odadlori uygun olaraq y(LA) ve Ty (L, A) tam
funksiyalarmin sifirlanidir. Aydindir ki, F (1) =Ty(I,4)/y(I, 2) funksiyasi
B=(C\R)U OBH, coxlugunda toyin olunmus sonlu Olgiili meromorf

n=1

funksiyadir,  4,(0) u A,(7/2), neN, iso uygun olaraq bu funksiyanin
polyuslart va sifirlaridir, burada B, = (4, ,(0), 4,(0)), neN, 4,(0)= — oo.

Lemma 1. Asagidak: barabarlik dogrudur:
dr. (1) _ 1

|
0 yz(m)gr y?(x,A)dx, A eB. (4)
Asagidaki asimptotik diistur dogrudur:
F)=-(2) ™™ o) i [140] -1 || 15-w ()
A
(5)-don asagidaki borabarlik alinir:
Jm F. (1) =—o0. (6)

Indi iso y(x, A) funksiyasmin (0, I) intervalinda yerloson sifirlarinin

say1 masalasine baxag.
Lemma 2. y(X,A) funksiyasimin har bir x(A) sifirr sadadir vo

Ae(— o,+ o) parametrinin kasilmaz diferensiallanan funksiyasidir.

Tutaq ki, odadi (1) tonliyi vo f=0oldugda y(0)=y'(0)=
=y"(0)=0,(2c) sorhad sortlori, #<(0,7/2] oldugda iso  y(0)=Ty(0)=0,
(2a), (2c) sorhad sortlori ilo dogrulan masalanin hogigi moxsusi odadidir.
y(x,A) funksiyasinin Ae(u—&,1) vo Ae(u,u+e) oldugda (0O, 1)
intervalinda yerloson  sifirlarinin saylart forgine 4 moaxsusi  odadinin
osillyasiya indeksi deyilir, burada & > 0 —kifayat godor kisik adoddir.

Lemma 3. Elo £<0 adadi var ki, (1) tanliyi va =0 oldugda



y(0)=Yy'(0)==y"(0)=0,(2c) sorhad sortlori, B(0,7/2] oldugda iso
y(0)=Ty(0)=0, (2a), (2¢) sarhad sartlari ilo dogrulan masalanin &, , k € N,
hagiqi  maxsusi adadlori (= oo, &) intervalinda yerlasirlor, sadadirlor,

osillyasiya indekslori 1-2 barabardir va sonsuz azalan ardicilliq amala
gatirirlor.

Tutaq ki, x(4) ododi  y(x,4) funksiyasinin (0, |) intervalinda
yerloson sifirlarinin sayidir.

Lemma 4. Ogar A>A4(5,) Vo Ae(4,,(0),4,(0)], neN, olarsa,

onda x(A)=n-1, agar A<A,(5,) olarsa, onda x(4)= > i(&) olar,

Ge(A (%)
burada i(&,) & maxsusi adadinin osillyasiya indeksidir.

1.3 yarimfasilinds (1) tonliyi va (2a)-(2.c),

(@l+b)y(l) —(cA+d)Ty(1) =0, ()
sorhad sortlori ilo dogrulan Sturm sistemina baxilir, burada a, b, ¢, d haqigi
sabitlordir, belo ki, oc=bc—ad>0. Bu masslonin kokli alt fozalarmin
strukturu vo moxsusi funksiyalarinin osillyasiya xassalori 6yranilir.

c=#0 oldugda N,eN ododini 4, ,(0)<-d/c<A, (0) boraborsiz-
liyindan tayin edirik.

Teorem 3. (1), (2.a)-(2.c), (7) spektral masalasinin maxsusi adadlori
haqiqidirlor, sabitdirlor va sonsuz artan {A.}., ardicilligimin amala
gotirirlor. Bundan basqa, A,, neN, maxsusi adadina uygun y, (X) maxsusi
funksiyast asagidaki osillyasiya xassalarina malikdir: a) agar ¢ =0 olarsa,
onda nx>2 oldugda y,(x) funksiyasimn (0,1) intervalinda diiz n—1 sayda
sada sifirt var, y,(X) funksiyasimn A, >4 (5,)oldugda (0,1) intervalinda
sifire yoxdur, A4, <A,(8,) oldugda isa m(4,) sayda sada sifirt var, b) agar
c#0olarsa, onda A4, >A,(5,) halinda y,(X) funksiyasimn n <N, oldugda
(0,1) intervalinda diiz n—1 sayda sada sifirr, n> N, olduqda isa diiz n—2
sayda sada sifirt var; A, <A,(5,) halinda n=1 vaya n=2 oldugda vy, (x)
Sfunksiyasimin (0,1) intervalinda m(4,) sayda sada sifir var.

14-do (1), (2.2)-(2.c), (7) masalasinin moxsusi funksiyalarinin
L, ((O,1), 7) fozasinda bazislik xassolori dyranilir.

Tutaq ki, H =L,((0,1),7) ®C skalyar hasili
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(5.9 =y. k39 = (y.u),, +lol ki
|
olan Hilbert fozasidir, burada (y,9),, = [7(x)y(x) 9(x)dx. L operatorunu

H -da hor yerdos six olan
D(L) ={y ={y(x).kK}eH :y(x) eW;/(0.1), £, (y)(x) e L, (0.1), ye BC,
k=ay(l)-cTy()},
oblastinda asagidaki kimi toyin edok:
Ly = L{y.k}={z" ()¢, (y)(x),dTy(l) - by()},

burada B.C.ilo (2a)-(2c) sorhad sortlorini 6doyon funksiyalar ¢oxlugu isara
edilmisdir. Aydindir ki, (1), (2.a)-(2.c), (7) masalasi asagidaki maxsusi giymot
moasalasina gatirilir:

Ly =49, y e D(L). (8)
Bu halda (1), (2.a)-(2.c), (7) masalesinin A, neN, moxsusi adodlori (8)

masalasinin moxsusi adadlori ilo tist —iisto diisiir, onlarin moxsusi elementlori
arasinda iso

Y, () 9, ={y, (0, k.3, k, =ay, (1) ~cTy, ()
qarsiligh birqiymatli uygunlugu var.

Teorem 4. L operatoru H -da o6z-dziina qosma, diskret va asagidan
yarimahdud operatordur. Bu operatorun  {y .}, V. ={y, (X), k,}, moxsusi
vektorlar sistemi H -da ortogonal bazis amala gatirir.

5, = 9=y, i, + o7k, neN, isarolomosi aparag. o >0
sortino asasan asagidaki miinasibatlori alariq:

0,>0 vo k, =ay,(I)-cTy,(1)=0, neN 9
(9) miinasibatlorina vo teorem 4-o goro (8) masalasinin {gn}le, 9[1 =57y,
moxsusi vektorlar sistemi H -da ortonormal bazis smalo gatirir.

Teorem 5. Tutaq ki, sixtivari geyd olunmus natural adaddir. Onda
Y, O}y s sistemi - L ((0,1),7), 1< p<oo, fazasinda bazis, L,((0,1),7)

n=1,n#s

0
n=1,n#s

fazasinda isa sartsiz bazis amamla gatirir. Bu halda {y, (x)} sistemina gosma

olan {u, (X)}.., .., sisteminin elementlori asagidak: kimi tayin edilir:
un (X) = yn (X) - (53 kn /§n ks )ys (X)

Il fasilds bir ucu borkidilmis, digor ucunda (elastiki barkidilmis vo ya
sorbast olan) inersial yiik morkazlosmis vo izloyici qiivve tesir edan, en
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kasiklorinds iso uzununa qiivva tosir edon Eyler-Bernulli ¢ubugunun ayilma
(enino) rogslarini tosvir edon spektral masalolora baxilir.  Bu masalalarin
spektral xassalori, o ciimlodon moxsusi funksiyalar sisteminin alt sistemlarinin

L,, 1< p<oo, fozasinda bazislik xassalori todgiq edilir.

2.1 yarimfaslinds masalonin qoyulusu verilir. Ox boyu en kasiyi
burulmadan dayigon vo Oxz miistavisinds ayilma ragslori edon L uzunluglu
bircins Eyler-Bernulli ¢ubuguna baxaq. En kasiklorinde uzununa Q(X)
qiivvasi tasir edon bu ¢ubugun sarbast ayilma rogslori

E] I'W(X,t) 0 [Q( )8W(X t)JerFaZW(X,t):O

oX* ot?
tonliyi ilo tosvir edilir, burada J k35|y|n Oy oxuna nazeran inersiya
momenti, EJ c¢ubugun oyilmo sortliyi, W(X,t) ¢ubugun oxunun cari
noqtasinin ayilmasi, p ¢ubugun sixligi, F isa ¢ubugun en kasiyinin sahosidir.

Ogor gubugun sol ucu barkidilibss, sag ucunda iss inersiyasi | kiitlosi
m olan yiik yerlosdirilmissa, onda sarhad sortlori asagidaki sokilds olar:

W(O,t):O, MZO’ EJ aZW(lz_,t) 83\/\/(L2t),
ox oX oxat
£ 63’\N(|;,t) _Q(L) (3W(L t) . W(ZL,t) o
oX at

x=X/L vo w=W/L isaralomolori apararaq sabit sotlikli bircins cubugun

sarbast ayilma ragslorinin tonliyi vo Sorhad sortlorini asagidaki kimi yaza
bilarik:

£9 WXt o'w(x,t) 9 (Q( )aw(x t)} PFL* 92w(X,t) _o

ox* EJ ot?
3
wo,=0, NWOY_o gy oWy __IL owdy
OX OX EJ oOxot
o*w(Lt ow(Lt) mL® o°W(L,t
(3) ~Q() ( ) _ (2 ):o,
OX EJ ot

burada Q(x) = (L?/EJ) Q(Lx).
PFL'@? /EJ ifadesini 4 ilo isaro edok. Onda cubugun sorbast ayilmo
rogslori masalasi w(x,t) =y (x)coswt oavozlomasi ilo
y? () = (@()y'(x)' = Ay(x), 0<x <1, (10)

y(0)=y'(0)=0, (11)
12



y'(D—-aly'®)=0, (12)

Ty()-a,4y(@)=0, (13)
spektral mosaloys gatirilir, burada q(x)=Q(x), Ty=y”" —ay’, a, =I/0FL%,
a, =—m/pFL. Aydmndir ki, q(x) >0, x<[0, 1], a, >0, a, <0 sortlori 6donilir
Bundan basqa forz edok ki, g(x) funksiyasi [0, 1] parcasinda miitlaq

Kasilmazdir.
2.2-do bazi komokei faktlar va takliflor sarh olunur.
Asagidaki sarhad sortini daxil edok:

y'@cosy+y"@)siny =0, y €[0,7/2]. (14)

N.B. Korimov vo Z.S. Oliyev® torofindon isbat edilmisdir ki, (10),

(11), (14), (13) sorhad mosalasinin moxsusi adadlori haqigi vo sadadirlor vo

sonsuz artan {4, ()}, ardicillig1 amola gatirirlor, belo ki, A, ()>0, neN.

Bundan basqa, A4, (y), NeN, moxsusi ododine uygun Yy, (X) moxsusi
funksiyasinin (0, 1) intervalinda diiz n—1 sayda sado sifir1 var.

2.3 yarimfaslinda  (10)-(12) baslangic-sarhad masalasinin hallinin
varligi, yeganaliyi isbat edilir vo onun asas xassalari 6yranilir.

Teorem 6. Hor bir geyd olunmus A € C iiciin (10)-(12) masalasinin
yegano trivial olmayan y(x, A) halli var (sabit vuruq daqigliyi ila.)

Qeyd 1. Umumiliyi pozmadan hesab eda bilorik ki, hor bir geyd
olunmus x €[0, 1] ii¢iin y(x,A) funksiyast A -nin tam funksiyasidir.

Onu da geyd edok ki, (10)-(13) mosalasinin spektral xassslorinin
oyronilmasida y(x, A) funksiyasi fundamental rol oynayir.

Lemma 5. y(x,A) Vo Yy'(x,A) funksiyalarimin (0, 1] araliginda
yerloson sifirlart sadadirlor va A parametrinin kasilmaz diferensiallanan
Sfunksiyalaridiriar.

H(x,4)=Yy'(x,4)/y"(x,A) funksiyasim daxil edok. Teorem 6, Qeyd
1 vo Lemma 5-0 asason H(X,A) funksiyas: hor bir qeyd olunmus X €[0, 1]

tiglin 4 -nin sonlu tartibli meromorf funksiyasidir.
K,=(4,,00),4,(00)),n=12,..., isaro edok, burada A,(0) =— .

Goriindilyi  kimi GA)=YH@LA)=Y"LA)/Y'LA) funksiyasi
K=(C\R)U (O Knj ¢oxlugunda toyin olunub, bels ki, A (7/2) vo
n=1
A,(0), neN, bu funksiyanin uygun olaraq sifirlar1 vo polyuslaridir.

13



Lemma 6. Asagidak: diistur dogrudur:

dG 1 o 2
—=— x,A)dx—a,y*LA);, AeK. 15
- yan {ly (x,4) 2y ( )} S (15)
Lemma 7. Asagidaki miinasibat dogrudur:
Alir[] G(A)=+ . (16)

Asagidaki miiqayisa tipli teorem dogrudur.

Lemma 8. Tutaq ki, 0<&<n. OQar y'(x,&) funksiyasimn (0, 1)
intervalinda m sayda sifirt varsa, onda Y'(X,n) funksiyasimin homin
intervalda yerlason sifirlarinin sayr m-dan az deyil.

7(4) vo s(A) ilo uygun olaraq y(x,4) Va y'(x,A) funksiyalarinmn
(0, 1) intervalinda yerloson sifirlarinin sayini isars edok.

Teorem 7. y(x,A) Vo Yy'(x,A) funksiyalari asagidaki osillyasiya
xassalarina malikdirlar: agar Ae(0,4,(0)] olarsa, onda z(4)=s(1)=0
olar; agar Ae(4,,(0),4,(%/2)) vo n=2 olarsa, ondaya r(1)=n-2, ya
da z(1)=n-1 olar; agoar A€l (7/2),2,(0)] vo n>2 olarsa, onda
r(A)=n-1olar; agor Ae(4,,(0),4,(0)] vo n=2olarsa, onda s(1)=n-1
olar.

Qeyd 2. 9gar 1 e(4,,(0),4,(x/2)) vo A,,(0) -a kifayat godar yaxin
olarsa, onda z(4)=n-2, agar A, (x/2)-ya kifayat godar yaxin olarsa, onda
7(1)=n-1olar.

2.4-da (10)-(13) mosoalosinin koklii alt fazalarinin strukturu vo moxsusi
funksiyalarinin osillyasiya xassolari dyranilir.

Qeyd 3. Ogor A odadi (10)-(13) masalasinin moxsusi odadidirss,
onda y'(L, 1) =0 olar.

Teorem 8. (10)-(13) spektral moasalasinin moxsusi  adadlori
haqiqidirlar, sadadirlar va sonsuz artan {1, }., ardicilligi amalo gatirirlar,
bela ki, 4, >0, neN. Onlara uygun maxsusi funksiyalar va onlarin toramalari
asagidaki osillyaisya xassalarino malikdirlar: (i) A, moxsusi adadine uygun
Y, (X) moxsusi funksiyasimin n=1 olduqda (0, 1) intervalinda sifirt yoxdur,
n>2 oldugdaisaya n—2 yada n-1 sayda sada sifiri var, (ii) 'y (x),
neN, funksiyasimn (0, 1) intervalinda diiz n—1 sayda sada sifiri var.

Teorem 9. Asagidaki asimptotik diisturlar dogrudur:
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J24, =(h=3/2) z +O(Y/n), (17)
y, (x) =sin(n—3/2) 2 —cos (n —3/2) 2x + e "D 4
(_1)n e—(n—a/z);r(l—x) + O( n),
bela ki, (18) miinasibati x [0, 1]-lora gora miintazam odanilir.

2.5 yarimfosilindo  (10)-(13) masalosinin - moxsusi  funksiyalart
sisteminin alt siatemlorinin L (0,1),1< p <o, fozasinda bazislik xassolori

(18)

tadqiq edilir. Bu masalo skalyar hasili

(9, 9) =@y mk}r{ds, B =(y. 9, +la, " ms+|a,|* ki, (19)
olan H=L,(0,1)®C? Hilbert fozasinda asagidaki kimi toyin edilon L
operatoru tiglin maxsusi qiymat masalasina gatirilir:

Ly = L{y, m K} ={ (Ty)'(x), y"(1), Ty ()}
D(L) ={y ={y(x),m k}e H :y(x) eW,"(0, 1), (Ty)'(x) € L, (0, 1),
y(0)=y'(0)=0, m=a,y'(}), k=a,y (D)}
(D(L) H -da har yerds sixdir). Qeyd edok ki, L operatoru H -da korrekt
tayin olunub va (10)-(13) masalasi asagidak: soklo diisiir:
Ly =49, ¥ D(L).

Teorem 10. L operatoru H -da dz-dziina qosma, diskret, asagidan
mohdud  operatordur. Bu operatorun {y,}.,, ¥,={y.(X), m,k}
m,=ay (1), k,=a,y,(1), moxsusi vektorlar sistemi H -da ortogonal bazis
amala gatirir.

Tutaq ki, 5, =(Y,,9,)- (19) —a ssasen alariq ki,

S, =y, IIt, +ay?@)-a,y*@) >0. (20)

Odur ki, teorem 10-a goro L operatorunun {3}, 4 =579 | moxsusi
vektorlar sistemi H -da ortonormal bazis (Riss bazisi) amalo gatirir.

Tutaq ki, r, | (r 1) mixtiyari fiksa olunmus natural adadlordir vo

'@ (1
o o) o
y.@  y@®
Teorem 11. Tutag ki, A, #0. Onda (10)-(13) masalasinin
Y. (O} Maxsusi funksiyalart sistemi L (0,1), 1< p<oo, fazasinda bazis

amala gatirir, bela ki, bu bazis p =2 oldugda sartsiz yigilan bazis olur. Indi isa
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tutag ki, A, =0. Onda {y,(x)}. sistemi L (0, 1), 1< p<oo,fazasinda

n=1n=r,|
na tam, na do minimal deyil.

Qeyd 4. Teorem 8 vo Qeyd 2-yo osason har bir ne N va ixtiyari
kicik & > 0 odadi {iglin

A1e(4,(0), 4,(0)+5) oldugda 7(1)=n-1
Ae(A,,(x/2)-6,4,.,(0)) oldugda isa z(4) =n olur.

Qeyd edok ki, hor bir natural n ododi idciin elo yegano
n, €(4,,00), 4,,(%/2)) var ki, y(@mn,)=0 olur. Onda sonuncu iki
miinasiboto  esason A e(4,(0),7,]oldugda  7(1)=n-1, 1e(n,,4,.,(0)
oldugda iss 7(1)=n oldugunu alariq. Bundan basqa hom do asagidaki
asimptotik diistur dogrudur:

4/n, =nz+0(/n). (22)

Qeyd 5. (17) va (22) asimptotik diisturlarina asasan har bir a, ii¢iin
elo natural n® =n, >2 ododi var ki, n=n® oldugda 4,,(0)<A, <7, ,
<A, (7/2) olar.Onda n>n® oldugda 7(1)=n-2 olar. 6, 7 lemmalarma vo
(17) diisturuna goro a, artdigda n® azalir. Odur ki, elo a® >0 ododi var ki,
a, >a oldugda n® =2olar.

Qeyd 6. Tutag ki, r=2 vo a;, >0 elo bir ododdir Kki,
a,,7,,=G(n,,) Onda a =a, oldugda A =n,, olar. Ona goro do, lemma
6-ya esasona, <a, oldugda A, ,(0)<n,, <A <A, (7/2) oldugunu alarq.
Odur ki, a, <a,,oldugda r <n®olar.

Teorem 12. Ogar r=11>n" yada r>2, a <a,,, I>n®olarsa,
onda {y, (X)}r ..., sistemi L (0,1), 1< p<oco, fozasinda bazis amala gatirar,

bela ki, p = 2o0lduqda bu bazis sartsiz yigilan bazis olar.
2.6 yarimfaslinda
Y@ (x) = (@(x)y'(x))" = 2y(x), 0<x <1,
y(0)=0, y'(0)=0, (23)
y'M)—(aA+b)y'®)=0, Ty(1)-a,4y(1) =0,
spektral masalasinin moxsusi adadlarinin vo moxsusi funksiyalarinin xassalori
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oyronilir, burada b, #0. b, <0 oldugda bu moesalo bir ucu borkidilmis, digor
ucu elastiki barkidilmis vo bu ucda inersial yiik olan va izloyici qiivvo tasir
edan, en kasiklorinds iso uzununa qiivva tasir edon Eyler-Bernulli gubugunun
ayilma (eninoa) ragslorini tasvir edir.

Lemma 9. A <0 dayisdikda y(X,A) Vo y'(X,A) funksiyalar: yalniz va
yalniz o vaxt sifir itira Vo ya sifir alda eda bilarlar ki, agar bu sifir (0, 1)
intervaliin daxilina X =0 ndgtasindan girsin va ya bu intervaldan hamin
notada cixsin.

Indi iso

£(y)(x) = Ay (x), 0<x<1,
y(0)=y'(0) =y"(0) =Ty() —a,2y (1) = 0.

spektral masalasine baxag.

Lemma 10. Elo ¢ <0 adadi var ki, (24) sarhad masalasinin

u,n=212 .. . , hogigi maxsusi adadlori (— oo, &) siiasinda yerlasirlar,
sonsuz azalan ardicilliq amala gatirirlor, osillyasiya indekslari  1-2 barabar
olur Va onlariigiin u, =-4(nz +z/2)" +o(n*) asimptotik diisturu dogrudur.

Tutaq ki, A <0 va i(g,) adadi (24) masalasinin g, ne N, moxsusi
odadinin osillyasiya indeksidir. Onda aiagidak: diistur dogrudur:

s(M)=r(1)= X i(u,) (25)

#n€(4,0)

(24)

N, e N ododini
/1N1—1 (7/2) < _bl/al < /1N1 (7/2)

barabarsizliyindan toyin edok.
Teorem 13. (23) masalasinin maxsusi adadlari haqiqi va sadadirlar va

sonsuz artan {1}, ardicilligini amalo goatirirlar, belo ki, n>2oldugda
A, >0olur. Onlara uygun y,(X),Y,(X), ..., Y,(X), . .. moxsusi funksiyalar:

Vo onlarin toromalori asagidaki osillyasiya xassalorina malikdirlar: i) agar
N, =1 olarsa, onda y,(x) Vo y,(X) funksiyalarimin A, >0 halinda (0, 1)

intervalinda sifirlart yoxdur, A, <O halinda iso ) i(u,) sayda sado

4n€(4,0)
sifirlart var, n>2oldugda vy, (x) funksiyasimn (0, 1) intervalinda ya n— 2
yada n-—1 sada sifir var, Yy (X) funksiyasumn isa diiz n—1 sayda sada sifir
var; ii) agar N, >1 olarsa, onda vy, (x) funksiyasimin (0,1) intervalinda
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n<N, oldugda diiz n—1sayda sada siifirr, n> N, oldugda ya n-2 yada
n—1 sada sifirt var, y! (X) funksiyasimn iso diiz n—1 sayda sada sifirt var.
(23) mosalosi skalyar hasili (19) diisturu ilo verilonH =L, (0,1) ®@C?

fozasinda 6z-6ziino qosma L operatoru iiglin moxsusi giymoat masalosine
gatirilir, burada L operatoru asagidaki kKimi toyin olunur:
Ly = L{y,m k}={(Ty)'(x), y"()) -b,y'@), Ty (D)},

D(L)={y={y(x).m, K}eH :y(x) eW,'(0, 1), (Ty)'(x) e L, (0, 1),

y(0)=y'(0)= 0, m=a,y’(1), k=a,y(D)}.

Qeyd 7. (17) asimptotik diisturuna asason elo n > 2 natural odadi var
ki, n>n oldugda y, (x) funksiyasinin (0, 1) intervalinda diiz n—2 sayda
sado sifirt var. Aydmdir ki, n > N,.

Teorem 14. Tutaq ki, r,I (r=1) ixtiyari fikso olunmus natural
adadlordir. Ogar b, <0, N, >1L, r<N,, 1>n vaya b >0, r=1 11 olarsa,
onda {y,(X)},..sistemiL (0,1), 1< p<oo, fozasinda bazis (p=2 oldugda
iSa sartsiz bazis) amala gatirir.

2.7 -do (10)-(13) mosalasi a, <0, a, <0 olduqgda todgiq edilir. Bu
halda L operatoru H -da gqapali, 6z-6ziine qosma olmayan, kompakt
rezolventali operator olur.

J :H — H operatorunu asagidaki kimi daxil edok:

J{y,m,k}={y,—m,k}.

Lemma 11. J operatoru H -da unitar va simmetrik operatordur va
onun spektri iki maxsusi adaddan ibaratdir: tokrarlanma tortibi 1 olan —1 va
sonsuz tokraralanma tartibina malik 1.

Lemma 11-o asason J operatoru daxili hasili

[9.91=(. 9)y, =y MKLLS S, =(v,9),, +a'ms —a,' ki (26)

olan I, = L,(0,1) ®C? Pontryagin fozasini dogurur.
Teorem 15. L operatoru II, fozasinda J— 6z-0ziina qosma

operatordur. Bu operatorun kéklii funksiyalar sistemi (normallagandan sonra)
H -da Riss bazisi amala gatirir.
Teorem 16. Tutaq ki, a, <0 va a,<0. Onda (10)-(13) sarhad

masalasinin biitiin maxsusi adadlori haqiqgidirlar, sadadirlar va sonsuz artan
{4} ardicillhigint amala gatirirlar, belo ki, 4, <0 va A, >0, n>2.0nlara
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uygun y,(x), neN, moxsusi funksiyalar va onlarin toraimalori asagidak
osillyasiya xassalarina malikdirlor: y_(x) va y/(X) funksiyalarimin n>3
oldugda (0, 1) intervalinda diiz n—2 sayda sada sifirlar: var, n =2 oldugda

stfirlart yoxdur, n=1 olduqda isa diiz )i (u,) sayda sada sifirlar: var.

,Une(;‘-lxo)
Lemma 12. Tutaqki, {4}7,, & ={9,,s,,t.}, sistemi {y,}",

sistemina qosma sistemdir. Onda gn =06y, neN, olar.

Teorem 17. Tutaq ki, r, | (r=1) ixtivari geyd olunmus natural
adadlordir va a, <0, a, <0. 8gar A, #0 olarsa, onda (10)-(13) masalo-
sinin {y,(X)}», Moxsusi funksiyalar: sistemi L (0,1), 1< p<oo, fozasinda
bazis amala gatirir, belo ki, bu bazis p=2 oldugda sartsiz bazis olur, agar
A,, =0 olarsa, onda busistem L (0,1), 1< p<oo, fozasinda no tam, no do
minimal olmur.

Natica

Dissertasiya isindo Sorhod sortlorino spektral parametr daxi olan
requlyar vo tamam requlyar Sturm sistemlorine baxilir. Baxilan masalaloro
mexanikanin vo fizikanin miixtolif masalalorinin  tadqiqi zamami rast
galindiyindan tadgiqatin mévzusu aktualdir.

Dissertasiya isindo asagidaki osas neticolor alinmigdir: potensiala
malik tam requlyar Sturm sistemlori ti¢iin:

— kokli alt fozalarinin strukturu vo biitlin moxsusi funksiyalarin osillasiya
xassalori dyronilmisdir;

sarhod sortlorinin birino  spektral parametr daxil olan potensiala malik
requlyar Sturm sistemi ii¢iin:

— moxsusi adadlorin hagigi oxda yerlosmosinin {imumi xarakteristikasi
verilmisdir;

— moxsusi funksiyalarin osillasiya xassalori tam dyranilmisdir;

— moaxsusi funksiyalar sistemindan ixtiyari biri atildiqdan sonra yerds galan
sistemin L, 1< p <oo, fozasinda bazis omalo gatirdiyi isbat edilmisdir;

sarhad sartlarinin ikisino spektral parametr daxil olan tamam requlyar

Sturm sistemloari ti¢tin:
— moxsusi adadlarin haqiqi oxda paylanma qaydasi dyranilmisdir;
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— moxsusi funksiyalarin vo onlarin téromalarinin osillasiya xassslori tam
todqiq edilmisdir;

—  moxsusi funksiyalar vo moxsusi ododlor {iglin asimptotik diisturlar
almmusdir;

— maxsusi funksiyalar sistemindan ikisi atildigdan sonra yerdo galan sistemin
L,, 1< p <o, fozasinda bazis omalo gotirmasi sortlori miioyyon edilmisdir.
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