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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 

 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi. Operator-

diferensial tənliklərin spektral nəzəriyyəsi müasir riyaziyyatın sürətlə 

inkişaf edən sahələrindən biridir. Operator-diferensial tənliklərin 

spektral xassələrinin öyrənilməsinə keçən əsrin 60-cı illərindən 

başlanılmışdır. F.S.Rofe-Beketov öz-özünə qoşma olan və olmayan 

operator əmsallı Şturm-Liuvill tənliyi üçün məxsusi funksiyalar üzrə 

ayrılış teoremləri isbat etmişdir. Sonra bu istiqamətdə 

F.Z.Ziyətdinov, M.L.Qorbacuk, M.Q.Qimadislamov, R.Z.Xəlilova, 

M.G.Qasımov, V.V.Jikov və B.M.Levitan, D.R.Yafayev və başqaları 

qiymətli nəticələr almışdır. 

M.G.Qasımov )12( +n tək ölçülü Evklid fəzasında verilmiş 

Şredinger tənliyini qeyri-məhdud əmsallı operator tənliyə gətirməklə 

verilmiş operatorun spektrinin quruluşunu və spektral ayrılışını 

öyrənmişdir. 

Bu istiqamətdə T.Katonun çoxölçülü Şredinger operatoru-

nun spektral xassələrinin öyrənilməsinə həsr edilmiş işini xüsusi 

qeyd etmək lazımdır. 

İlk dəfə A.Q.Kostyucenko və B.M.Levitan qeyri-məhdud, 

öz-özünə qoşma operator əmsallı Şturm-Liuvill tipli tənliklərin 

spektrinin diskretliyi şərtini müəyyən etmiş və məxsusi ədədlərin 

paylanma funksiyasının asimptotik düsturunu almışlar. B.M.Levitan 

öz-özünə qoşma operator əmsallı Şturm-Liuvill tənliyinin Qrin 

funksiyasını hərtərəfli öyrənmişdir. Bu məqsədlə onun tərəfindən 

operator-qiymətli funksiyalardan ibarət Banax fəzaları daxil edilmiş 

və Qrin funksiyasının inteqral tənliyini və digər xassələrini bu 

fəzalarda araşdırmışdır. Qeyd etdiyimiz bu iki elmi məqalələr bu 

istiqamətdə çoxsaylı araşdırmalara yol açmışdır. İstər keçmiş 

Sovetlər birliyində, istərsə də respublikamızda bu sahədə çox sayda 

qiymətli tədqiqatlar aparılmışdır. Bu istiqamətdə E.Abdukadırov, 

E.A.Beqovatov, K.X.Boymatov, M.Bayramoğlu, V.İ.Qorbacuk, 

V.İ.Qorbacuk və M.L.Qorbacuk, V.İ.Bruk, A.N.Koçubey, 

V.A.Mixaylets, V.A.Kutovoy, B.M.Levitan və Q.A.Suvorcenkova, 

V.P.Maslov, M.Otelbayev, H.İ.Aslanov, Ə.A.Abudov və 
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H.İ.Aslanov, H.D.Orucov, B.İ.Əliyev, N.M.Aslanova, 

Ə.A.Adıgözəlov, B.A.Əliyev, A.M.Bayramov və başqalarının 

araşdırmalarını göstərə bilərik. 

Bu işlərin müfəssəl biblioqrafiyası M.Ş.Birman və 

M.Z.Solomyak, R.A.Aleksandryan, Y.M.Berezanskiy, V.A.İlyin və 

A.Q.Kostyucenko tərəfindən ümumiləşmiş məqalələrində və 

A.Q.Kostyucenko və İ.S.Sarqsyanın  monoqrafiyasında geniş şəkildə 

şərh edilmişdir. 

B.M.Levitanın aldığı nəticələr M.Bayramoğlu, H.İ.Aslanov, 

Ə.A.Abudov, B.İ.Əliyev və M.Bayramoğlu və H.İ.Aslanovun bir çox 

tələbələri tərəfindən ümumiləşdirilmiş və inkişaf etdirilmişdir. 

Sonralar Q.İ.Mişnayevski, B.İ.Əliyev, M.Q.Duşdurov və 

başqaları normal operator əmsallı diferensial tənliklərin Qrin 

funksiyasını tədqiq etmişlər. 

Diferensial operatorların spektral nəzəriyyəsinin mühüm 

məsələlərindən biri də verilmiş operatorun mənfi spektrinin diskretlik 

şərtlərinin öyrənilməsindən ibarətdir. Skalyar diferensial 

operatorların mənfi spektri N.Rozenlfeld, B.Y.Skacek, 

Q.İ.Rozemblyum, R.V.Hüseynov və başqaları tərəfindən öyrənilmiş-

dir.  

Operator-diferensial tənliklərin mənfi spektrinin diskretliyi 

və asimptotik paylanması məsələləri M.G.Qasımov, V.V.Jikov və 

B.M.Levitan, D.R.Yafayev, M.Bayramoğlu, Ə.A.Adıgözəlov, 

G.Ə.Zeynalov, A.M.Bayramov və başqaları tərəfindən öyrənilmişdir. 

Diferensial operatorların spektral məsələlərindən biri də 

verilmiş operatorun rezolventasının öyrənilməsindən ibarətdir. 

M.Otelbayev tərəfindən operator əmsallı Şturm-Liuvill tənliyinin 

rezolventasının müxtəlif p  Neyman-Şatten siniflərinə daxil olması 

şərtləri müəyyən edilmişdir. K.X.Boymatov tərəfindən yüksək 

tərtibli operator-diferensial tənliklərin rezolventasının müxtəlif p  

siniflərinə daxil olması isbat edilmişdir. M.Q.Duşdurov, H.İ.Aslanov 

və G.İ.Qasımova tərəfindən sonlu parçada ikinci tərtibli operator-

diferensial tənliklərin rezolventasının Hilbert-Şmidt tipli operatorlar 

sinfinə daxil olması isbat edilmişdir. H.İ.Aslanov və 
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N.S.Abdullayeva sonlu parçada yüksək tərtibli operator-diferensial 

tənliklərin rezolventasının 2  Hilbert-Şmidt sinfinə daxil olmasını 

göstərmişlər.  

Verilmiş diferensial operatorun spektri diskret olduğu və 

operatorun spektrinin sonsuz sayda məxsusi ədədlərdən ibarət olduğu 

hallarda əsas məsələlərdən biri də məxsus ədədlərin asimptotik 

paylanmasını tədqiq etməkdən ibarətdir.  

Bütün −n ölçülü Evklid fəzasında verilmiş yüksək tərtib 

elliptik operatorun spektrinin diskretliyi və məxsusi ədədlərinin 

asimptotik paylanması A.Q.Kostyucenko tərəfindən öyrənilmişdir. 

Sonlu və sonsuz oblastlarda bu tipli məsələlər V.A.Mixaylets, 

A.N.Kojevnikov, K.X.Boymatov, Ş.G.Bayımov, H.İ.Aslanov və 

başqaları tərəfindən baxılmışdır. 

Hilbert fəzasında yüksək tərtibli operator-diferensial 

tənliklərin Qrin funksiyası, spektrinin diskretliyi şərtləri və məxsusi 

ədədlərinin asimptotik paylanması M.Bayramoğlu, H.İ.Aslanov, 

Ə.A.Abudov, B.İ.Əliyev, G.İ.Qasımova, K.H.Bədəlova və başqaları 

tərəfindən araşdırılmışdır. 

Təqdim edilmiş dissertasiya işi də bu istiqamətdə aparılan 

elmi tədqiqatlardan ibarətdir. 

Dissertasiya işində Hilbert fəzasında yarımoxda verilmiş 

yüksək tərtibli normal operator əmsallı diferensial tənliklərin Qrin 

funksiyası qurulmuş, onun asimptotik xassələri öyrənilmiş, 

törəmələri tədqiq edilmiş, müntəzəm qiymətləndirilməsi alınmış və 

spektrinin diskretliyi isbat edilmişdir. Yarımoxda ikinci tərtib 

operator-diferensial tənliklərin spektrinin quruluşu öyrənilmiş, mənfi 

spektrin diskretliyi isbat edilmiş, mənfi məxsusi ədədlərin sayı 

qiymətləndirilmiş və məxsusi ədədlərin asipmtotik paylanma düsturu 

alınmışdır. Sonlu parçada −n2 tərtibli operator-diferensial tənliyin 

rezolventasının Hilbert-Şmidt tipli operator olması isbat edilmişdir. 
nR  fəzasında verilmiş m2  tərtibli xüsusi törəməli elliptik operator-

diferensial tənliklərin spektrinin diskretliyi isbat edilmiş, məxsusi 

ədədlərin asimptotik paylanma düsturu alınmışdır. 

Tədqiqatın obyekt və predmeti. Operator əmsallı 
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diferensial tənliklərin Qrin funksiyasının tədqiqi, ikinci tərtib 

operatorların mənfi spektrinin quruluşunu öyrənmək, yüksək tərtibli 

operator-diferensial tənliklərin rezolventasının və məxsusi 

ədədlərinin asimptotik paylanmasının tədqiqi. 

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Yarımoxda yüksək 

tərtibli normal operator əmsallı diferensial tənliklərin Qrin 

funksiyasını qurmaq və əsas xassələrini öyrənmək, Qrin 

funksiyasının törəmələrini araşdırmaq, müntəzəm qiymətlən-

dirməsini almaq və spektrinin diskretliyini isbat etmək, yarımoxda 

ikinci tərtib operator-diferensial tənliklərin mənfi spektrinin 

quruluşunu öyrənmək, diskretliyini isbat etmək, mənfi məxsusi 

ədədlər sayını qiymətləndirmək və asimptotik paylanma düsturunu 

almaq, sonlu parçada yüksək tərtibli operator diferensial tənliyin 

rezolventasının Hilbert-Şmidt tipli operator olmasını isbat etmək. 

Tədqiqat metodları. Dissertasiya işində Hilbert fəzasında öz-

özünə qoşma və normal operatorların spektral nəzəriyyəsinin 

metodlarından, diferensial və inteqral tənliklər nəzəriyyəsindən, 

Hilbert fəzasında operator qiymətli funksiyalar nəzəriyyəsindən və 

funksional analizin variasiya üsullarından istifadə olunmuşdur. 

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar. 

1. Yarımoxda yüksək tərtibli normal operator əmsallı diferensial 

tənliklərin Qrin funksiyasının qurulması və əsas xassələrini 

öyrənmək. 

2. Qrin funksiyasının törəmələrinin araşdırılması, müntəzəm 

qiymətləndirməsinin alınması və spektrinin diskretliyini isbat etmək. 

3. Yarımoxda ikinci tərtib operator-diferensial tənliklərin mənfi 

spektrinin quruluşunun öyrənilməsi, mənfi spektrin diskretliyini isbat 

etmək. 

4. Mənfi məxsusi ədədlər sayının qiymətləndirilməsi və mənfi 

məxsusi ədədlərin asimptotik paylanma düsturunu almaq. 

5. Sonlu parçada yüksək tərtibli operator tənliyin rezolventasının 

Hilbert-Şmidt tipli operator olmasını isbat etmək. 

6. nR  Evklid fəzasında m2  tərtibli xüsusi törəməli elliptik tip 

operator-diferensial tənliklərin məxsusi ədədlərinin asimptotik 

paylanma düsturunu isbat etməkdən ibarətdir.  
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Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiya işində aşağıdakı yeni 

elmi nəticələr alınmışdır: 

– Yarımoxda yüksək tərtib normal operator əmsallı diferensial 

tənliklərin Qrin funksiyası qurulmuş və onun əsas xassələri 

öyrənilmişdir; 

– Qrin funksiyasının törəmələri öyrənilmiş, Qrin funksiyasının 

müntəzəm qiymətləndirilməsi alınmış və spektrin diskretliyi isbat 

olunmuşdur; 

– Yarımoxda ikinci tərtib operator-diferensial tənliklərin 

spektrinin quruluşu öyrənilmiş, mənfi spektrin diskretliyi isbat 

olunmuşdur; 

– Mənfi məxsusi ədədlər sayının qiymətləndirmələri alınmış və 

məxsusi ədədlərin asimptotik paylanma düsturu isbat edilmişdir; 

– Sonlu parçada yüksək tərtib operator-diferensial tənliklərin 

rezolventsının Hilbert-Şmidt tipli operator olması isbat olunmuşdur; 

– nR  Evklid fəzasında m2  tərtibli xüsusi törəməli elliptik tip 

operator-diferensial tənliklərin məxsusi ədədlərinin asimptotik 

paylanma düsturu isbat edilmişdir. 

Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Dissertasiyada 

alınmış bütün elmi nəticələr nəzəri xarakterə malikdir. Alınmış 

nəticələrdən diferensial operatorların spektral xassələrinin 

öyrənilməsi zamanı aparılan tədqiqatlarda və eləcə də kvant 

mexanikası sahəsində aparılan tədqiqatlarda istifadə oluna bilər. 

Aprobasiyası və tətbiqi. Dissertasiya işində alınmış 

nəticələr Azərbaycan Milli Elmlər Akademiyasının Riyaziyyat və 

Mexanika İnstitutunun “Funksional analiz” (prof. H.İ.Aslanov) və 

“Diferensial tənliklər” (prof. Ə.B.Əliyev) şöbələrinin elmi 

seminarlarında, Sumqayıt Dövlət Universitetinin “Riyazi analiz və 

funksiyalar nəzəriyyəsi” (prof. N.T.Qurbanov) və “Diferensial 

tənliklər və optimallaşdırma” (prof. F.G.Feyziyev) kafedralarının 

elmi seminarlarında, eləcə də Azərbaycan Dövlət Neft və Sənaye 

Universitetində keçirilən Doktorantların və Gənc tədqiqatçıların XX 

Respublika Elmi konfransında (24-25 may 2016-cı il, Bakı), 

İnternational Workshop of Non-Harmonik Analysis and Differential 

Operators (25-27 may 2016-cı il, Bakı), Əməkdar Elm xadimi, 
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professor Ə.Ş.Həbibzadənin 100 illiyinə həsr olunmuş “Funksional 

analiz və onun tətbiqləri” adlı Respublika elmi konfransında (Bakı-

2016),  Akademik Məcid Rəsulovun 100 illiyinə həsr olunmuş 

AMEA, BDU və ADPU-nun birgə “Nəzəri və tətbiqi riyaziyyatın 

aktual məsələləri” Respublika elmi konfransında (28-29 oktyabr, 

2016-cı il, Şəki), Sumqayıt Dövlət Universiteti və AMEA-nın 

İnformasiya Texnologiyaları Universiteti ilə birgə  “Riyaziyyatın 

tətbiqi problemləri” Beynəlxalq Elmi Konfransında (25-27 may – 

2017, Sumqayıt), Bakı Dövlət Universiteti, AMEA-nın müxbir üzvü, 

professor Qoşqar Əhmədovun 100 illiyinə həsr olunmuş “Riyaziyyat 

və Mexanikanın aktual problemləri” adlı Respublika Elmi 

Konfransında (02-03 noyabr 2017, Bakı) məruzə edilmişdir. 

Müəllifin şəxsi töhvəsi. Alınan bütün nəticə və təkliflər 

müəllifə aiddir. 

Müəllifin nəşrləri. Dissertasiyanın əsas nəticələri 14  işdə çap 

olunub, onların siyahısı avtoreferatın sonunda verilib. 

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. 

Dissertasiya işi Sumqayıt Dövlət Universitetinin Riyazi analiz və 

funksiyalar nəzəriyyəsi kafedrasında yerinə yetirilmişdir. 

Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi qeyd 

olunmaqla dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi. Dissertasiya işi 

girişdən -50000, titul -591, mündəricat -2191, üç fəsildən-164000 (I 

fəsil -72000, II fəsil - 54000, III fəsil -38000), nəticə-1695 və 121 adda 

olan ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. Dissertasiya işinin ümumi  həcmi 

218477 işarədir. 
 

İŞİN QISA MƏZMUNU 

 

Dissertasiya işi girişdən və üç fəsildən ibarətdir. Girişdə 

dissertasiya işinin mövzusu ilə əlaqədar olan elmi işlərin qısa 

xülasəsi verilmiş, dissertasiyada alınmış əsas nəticələr şərh 

edilmişdir. 

Dissertasiya işinin birinci fəsli yarımoxda yüksək tərtibli 

normal operator əmsallı diferensial tənliklərin tədqiqinə həsr 

edilmişdir. Tənliyin Qrin funksiyası qurulmuş, onun əsas xassələri 
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öyrənilmiş, spektral parametrin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

Qrin funksiyasının müntəzəm qiymətləndirmələri alınmışdır. Bu 

qiymətləndirmələrdən istifadə edərək Qrin funksiyasının Hilbert-

Şmidt tipli nüvə olması isbat edilmişdir. Buradan baxılan operatorun 

diskret spektrə malik olması alınır. 

Tutaq ki, −H separabel Hilbert fəzasıdır.  

 fəzasında  

( ) ( ) ( )
=

−+−=
n

j

jn

i

nn
yxQyyl

2

2

2)2( )(1

                        

 (1) 

diferensial ifadəsi və  
( )( ) ( )( ) ( )( ) 00...00 21 ==== nlll

yyy                    (2) 

sərhəd şərtləri ilə təyin edilən L operatoruna baxaq:  

Burada    .12...0 21 − nlll n  

Məsələni öyrənmək üçün verilmiş diferensial tənliyin 

)(xQ j )2,...,3,2( nj = əmsallarının aşağıda göstərilən şərtləri 

ödədiyini fərz edəcəyik:  

.1 Bütün  ) ,0x  üçün H fəzasında hər yerdə sıx olan 

  )()( QDxQD = (burada ( ) ( )xQxQ n2=  işarə olunmuşdur) vardır ki,  

)(xQ operatoru bu oblastda normal operatordur. 

.2 Fərz edək ki )(1 xQ−  operatoru istənilən  ) ,0x  üçün 

tamam kəsilməz operatordur. Belə ki, )(xQ operatorunun məxsusi 

ədədləri kompleks müstəvi üzərində  

  −= 00 0,: arq  

oblastı xaricində yerləşir.  

Tutaq ki, ),...(),...,(),( 21 xxx n )(xQ operatorunun məxsusi 

ədədləridir və onlar modullarının  artma istiqamətində düzülmüşdür: 

( ) ( ) ( ) ......21  xxx n  Fərz olunur ki, 
n

n

j

j x
2

41

1

)(

−


=

  sırası 

bütün  ) ,0x  üçün yığılan sıradır və onun cəmi  ).,0)( 1  LxF  
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.3 İstənilən  ) ,0x və 1−x üçün  

  ,)()()(  −− − xAxQxQQ
H

a

2
2

1

2

1

1
2

1

2

1

)()(,)()( cxQQcQxQ

H

nn

H

nn 
−−

  

şərtləri ödənilir. Burada 21 ,, ccA müsbət sabitlərdir və .
2

12
0

n

n
a

+
  

.4 Bütün  ) ,0x və 1−x üçün aşağıdakı bərabərsizlik 

ödənilir.  

−













−− 0,)(

2
exp)( 2

1

1 BBxQx
Jm

Q

H

n


 sabitdir. 

 .1,0min 2

1 −== n

ii
i

JmJm   

.5 Bütün  ) ,0x üçün  

12,...,3,2,0,)()( 33
2

1

−=
+

−

njccxQxQ

H

n

j

j


 

bərabərsizlikləri ödənilir.  

L  operatorunun Qrin funksiyasının qurulması üç mərhələdə 

aparılır. Birinci mərhələdə əmsalı "" nöqtəsində dondurulmuş  

( ) ( ) ( ) yyQyyl nn
 ++−= 2

1 1)(                          (3) 

diferensialın ifadəsi və (2) sərhəd şərtləri ilə təyin 

olunmuş 1L operatorunun Qrin funksiyası qurulur.  

İkinci mərhələdə əmsalı dəyişən −x dən asılı olan  

( ) ( ) ( ) yyxQyyl nn
++−= 2

0 1)(                         (4) 

diferensialın ifadəsi və (2) sərhəd şərtləri ilə təyin olunmuş 

0L operatorunun Qrin funksiyası qurulur və onun bəzi xassələri 

öyrənilir.  

Üçüncü mərhələdə isə (1)-(2) məsələsinin Qrin funksiyası 

qurulur və onun xassələri öyrənilir. Qrin funksiyasının 

qiymətləndirmələrindən istifadə edərək onun Hilbert-Şmidt tipli nüvə 

olması isbat edilir.  
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1.2. paraqrafında 1L operatorunun ( ) ,,,1 xG  Qrin 

funksiyası qurulur. Qrin funksiyası  

( ) ( ) ( ) ,,,,,,,,,1 xVxgxG +=                     (5) 

şəklində axtarılır. Burada ( ) ,,,xg  funksiyası 0)(1 =yl  tənliyinin 

bütün həqiqi oxda Qrin funksiyasıdır: 

( )
( )  ( ) 


=

+

−

−


+
=

n

n
EQin

n

xe
in

EQ
xg

1

2

1
2

21

2
,,,





 


     (6) 

( ) ,,,xV funksiyası isə  

( )

nj
gV

yl

x

l

x
ox

l

x
jj

,...,2,1,
0)(

0

)(

),,,(

)(

,,,

1

=







−=

=

==


               (7) 

məsələsinin →x şərtində məhdud həllidir.  

Göstərilmişdir ki,  

( )
   


=

++

−

+
=

n
xEQin

n

ne
ni

EQ
xV

1

)()(2

21

2

1

2

)(
,,,









     (8) 

( ) ,,,1 xG  Qrin funksiyası üçün aşağıdakı ifadə alınmışdır:  

( ) ( ) ( )  ,,,,,,,,,1 xrExgxG −=                       (9) 

Burada  →  olduqda. 

1.3. paraqrafında Levi metodundan istifadə edərək 0L  

operatorunun Qrin funksiyası üçün Fredholm tipli inteqral tənlik 

alınır: 

( ) ( )   dxGxQQxGxGxG ),,(),,(),,(),,( 0

0

110 


−−=       (10) 

Bu inteqral tənliyin həlli B.M.Levitan tərəfindən daxil 

edilmiş )0,1(,,,, 5

)(

2

)(

321  spXXXXX sp  operator qiymətli 

funksiyalardan ibarət olan Banax fəzalarında tədqiq edilir. 

Bu məqsədlə 1X  (və ya 2X ) fəzalarında aşağıdakı kimi 

operator təyin edilir: 
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( ) ( ) ( ) ( )  ( )  dAxQQxGxTA ,,,,
0

1


−=                     (11) 

Burada  

Aşağıdakı mühüm teorem isbat olunmuşdur.  

Teorem 1.3.1. Əgər )(xQ  operator-funksiyası  41 −  

şərtlərini ödəyərsə, onda 0  parametrinin kifayət qədər böyük 

qiymətlərində T  operatoru 1X  (və ya 2X )  fəzalarında  sıxan 

operatordur.  

Bu teoremdən (10) inteqral tənliyinin 1X  və 2X  fəzalarında 

yeganə həllinin olmasını və  

( ) ( ) ( )  ,,,,,, 10 xExGxG +=                        (12) 

asimptotik bərabərliyini alırıq. 

1.4. paraqrafında ( ),,0 xG  Qrin funksiyasının törəmələri 

öyrənilmişdir. İsbat olunmuşdur ki, 
( )

k

k xG







 ,,0 ( )22,...,2,1 −= nk  

törəmələri hər iki ,x  dəyişənlərinə nəzərən güclü mənada kəsilməz 

operator-funksiyalardır. x  qiymətlərində 
( )

12

0

12 ,,
−

−




n

n xG




 

törəməsi kəsilməz funksiyadır, amma x=  qiymətlərində birinci 

növ kəsilməyə malikdir və bu nöqtədə 

( ) ( )
( ) E

xxGxxG n

nn

n

1
,0,,0,

12

0

12

12

0

12

−=


−
−



+
−

−

−

−








 

“sıçrayışına” malikdir.  

( ),,0 xG  funksiyasının  

( ) ( )( ) ( ) ( )  0,,,,1 0

2

0 =++− EQxGxG nn
  

tənliyini və  

( ) ( ) ( )
0

,,
...

,,,,

0

0

0

0

0

0

2

2

1

1

=



==




=





=== 











n

n

l

l

l

l

l

l
xGxGxG

 

sərhəd şərtlərini ödəməsi göstərilmişdir. 



13 

 

1.5. paraqrafında (1)-(2) məsələsinin Qrin funksiyası 

qurulmuş və →  şərtində onun ),( x  dəyişənlərinə nəzərən 

müntəzəm qiymətləndirmələri alınmışdır.  

( ),,xG Qrin funksiyası  

( )


−=
0

00 ,),,(),,(),,(  dxGxGxG       (13) 

şəklində axtarılır. (13) bərabərliyinə daxil olan ( ) ,x  funksiyası 

üçün 

( )


−=
0

,),,(),,(),(  dxFxFx                  (14) 

Fredholm tipli inteqral tənlik alınır. 

Burada  

( )
( )

 
=



−

−




−=

n

j
jn

jn

j

xG
xQxF

2

2 0

2

0

2 ,,
)(,,




                        (15) 

(15) bərabərliyindən istifadə edərək aşağıdakı 

qiymətləndirmələr alınmışdır: 

( )  
−−−− 

xJmr

H

nn

ecxF
2

1

0
2

1

10

0,,                (16) 

( ) 0,,,sup
0

1
2

0












c
dxF

H
x

                (17) 

(17) bərabərsizliyindən ( ) )2(

3,, XxF   olduğunu və eyni zamanda 

( ) ( ) 0,, 2
3

→
X

xF   olduğunu alırıq. 

Nəticədə ( ) ( ) ( ) 0,,, 2
3

→−
X

xFyx   və   parametrinin 

kifayət qədər böyük qiymətlərində  

  

(18) 

alırıq.  

(10), (13) və (18) bərabərliklərindən son nəticədə  

 (19) 
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olduğunu alırıq.  

(19) bərabərliyindən  

( ) 
 


0 0

2
,,  dxdxG

H
                           (20) 

alınır. (20) şərtindən ( ),,xG  funksiyasının Hilbert-Şmidt tipli nüvə 

olmasını alırıq. ( ),,xG  nüvəsi 1H  fəzasında ( ) 1−
+= ELR   

operatorunun nüvəsi olduğundan L  operatorun diskret spektrə malik 

olmasını alırıq. 

Dissertasiya işinin ikinci fəsli yarımoxda ikinci tərtib 

operator-diferensial tənliyin mənfi spektrinin quruluşunun 

öyrənilməsinə, mənfi spektrinin diskretliyinin isbat edilməsinə, 

mənfi məxsusi ədədlər sayının qiymətləndirilməsinə və mənfi 

məxsusi ədədlər sayı üçün asimptotik düsturun alınmasına həsr 

olunmuşdur.  

Tutaq ki, H separabel Hilbert fəzasıdır.  

fəzasında  

( ) ( )( ) ( )yxQyxPyl −

−=                                 (21) 

diferensial ifadəsi və  

( ) 00 =y                                       (22) 

sərhəd şərti ilə təyin olunmuş L  operatoruna baxılır.  

Fərz edək ki, L  operatorunun )(xP  və )(xQ  əmsalları 

aşağıdakı şərtləri ödəyir:  

1)  )− ,0)(xP  intervalında kəsilməz və kəsilməz törəməyə 

malik olan skalyar funksiyadır və elə 0,0 21  cc  sabitləri vardır 

ki, ( ) .21 cxPc   

2) İstənilən  ) ,0x  üçün )(xQ  tamam kəsilməz, müsbət, 

monoton azalan operatordur və ( )
H

xQ  kəsilməz funksiyadır, belə 

ki,  

( ) 0lim =
→ Hx

xQ  
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2.1. paraqrafında alınmış əsas nəticə aşağıdakı teoremdən 

ibarətdir.  

Teorem 2.1.1. Əgər L  diferensial operatorunun əmsalları 

1),2) şərtlərini ödəyirsə, onda L  aşağıdan məhdud operatordur və 

onun spektrinin mənfi hissəsi diskretdir.  

Tutaq ki, ( )x1  ( )xQ  operatorunun birinci məxsusi 

ədədidir. ( ) ( ) .1 H
xQx = ( )x1  ilə ( )x1  funksiyasının ( )( )0,0 1  

intervalında tərs funksiyasını işarə edək. 

( )  HLH ;,0
~

1201 =  fəzasında (21) diferensial ifadəsi və  

( ) ( )  00 1 == yy                                 (23) 

( ) ( )  00 1 == yy                                (24) 

sərhəd şərtləri ilə təyin olunmuş operatorları 1L  və 2L  ilə işarə edək. 

21,, LLL  operatorlarının −− )(  dan kiçik olan məxsusi ədədləri 

sayını uyğun olaraq ( ) ( ) 1, NN  və ( )2N  ilə işarə edək.  

Aşağıdakı köməkçi lemma doğrudur:  

Lemma 2.2.1. Əgər L  operatorunun əmsalları 1), 2) 

şərtlərini ödəyərsə, onda ( ) ( ) 1NN   və ( ) ( ) 2NN   

münasibətləri doğrudur.  

01L ilə  ) HLH ;,021 =  fəzasında  

( ) ( )yxQcyyl 1

10

−−−=                      (25) 

diferensial ifadəsi və  

( ) 00 =y                                      (26) 

sərhəd şərti ilə təyin olunmuş operatoru 02L  ilə 

( ) ) HLH ;,
~

1202 =   fəzasında (24) diferensial ifadəsi və 

( )  01 = y  sərhəd şərti ilə təyin olunmuş operatoru işarə edək. 

( ) 1210 ... == mxxxxo ilə ( )  1,0  parçasının uzunluğu 

( )
( )  11

1

+
=






k
olan bölgüsünü işarə edək.  
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  HxxL ii ;,12 −  fəzasında aşağıdakı kimi operatorlar daxil 

edək:  

yxQxyxpyl iii )()()()()1( −−=                      (27) 

diferensial ifadəsi və 0)()( 1 ==− ii xyxy sərhəd şərtləri ilə təyin 

olunmuş operatoru )1(iL  ilə,  

yxQxyxpyl iii )()()()( 11)2( −− −−=                   (28) 

diferensial ifadəsi və 0)()( 1 ==
− ii xyxy sərhəd şərtləri ilə təyin 

edilmiş operatoru )2(iL  kimi işarə edək.  

Aşağıdakı lemma da doğrudur:  

Lemma 2.2.2. Fərz edək ki, 1),2) şərtləri ödənilir. Onda 

)1()1( ii LL   və  )2()2( ii LL  bərabərsizlikləri doğrudur.  

2.2. paraqrafında aşağıdakı əsas teoremlər isbat edilmişdir.  

Teorem 2.2.2. Əgər L  operatorunun əmsalları 1),2) 

şərtlərini ödəyirsə, onda L  operatorunun mənfi məxsusi ədədlərinin 

sayı üçün aşağıdakı bərabərsizlik doğrudur: 

       (29) 

Burada .1
)0(1




=


l  

Teorem 2.2.5. Əgər L  operatorun əmsalları 1),2) şərtlərini 

ödəyərsə, onda − 0 ın kifayət qədər kiçik qiymətlərində aşağıdakı 

qiymətləndirmə doğrudur:  

  
=

++
−




 

 





l

j

ki

j

lconstdxxlconstdx
xp

x
N

1

)(~

0 0

11 )()(
)(

)(1
)( (30) 

2.3. paraqrafında (20) diferensial ifadəsi və (21) sərhəd 

şərti ilə təyin olunmuş L  operatorunun mənfi məxsusi ədədlərinin 

asimptotik paylanma düsturu isbat edilmişdir.  

Fərz olunur ki, )(xP  və )(xQ  əmsalları 1),2) şərtini 

ödəyirlər və bundan əlavə )(xQ  operatorunun birinci məxsusi ədədi 

olan ( )x1  funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyir:  

3) İstənilən 0  ədədi üçün  
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  ,0)(lim)(lim
1

11
00 ==

−+

→

−

→

  k

x

k

x
xxxx  

burada ( )2,00 k  hər hansı ədəddir.  

4)  


=1

)0(
i

m

i  sırası yığılan sıradır, 
( )

.
28

2
0

2

00

2

0

kk

k
m

−

−
  

Aşağıdakı teorem isbat edilmişdir: 

Teorem 2.3.1. Tutaq ki, L  operatorunun əmsalları 1)-4) 

şərtlərini ödəyir. Onda 0→  şərtində aşağıdakı asimptotik düstur 

doğrudur: 

                    (31) 

Burada −0t müəyyən müsbət ədəddir.  

Dissertasiya işinin üçüncü fəsli Hilbert fəzasında sonlu 

parçada yüksək tərtibli operator-diferensial tənliklərin 

rezolventasının araşdırılmasına və bir sinif xüsusi törəməli elliptik tip 

operator-diferensial tənliklərin məxsusi ədədlərinin asimptotik 

paylanma düsturunun alınmasına həsr edilmişdir.  

3.1. paraqrafında sonlu parçada yüksək tərtibli operator-

diferensial tənliklərin rezolventası araşdırılmış, rezolventanın 

Hilbert-Şmidt tipli inteqral operator olması isbat edilmişdir.  

  HL ;,02   fəzasında  

( ) ( )( ) ( )yxQyxPyl
nnn +−=
)()()1(                 (32) 

diferensial ifadəsi və 







====

====

−

−

0)(...)()(

0)0(...)0()0(

)1(

)1(

 n

n

yyy

yyy
                    (33) 

sərhəd şərtləri ilə təyin olunmuş L  operatoruna baxılır. 

Fərz edilir ki,  və )(xQ əmsalları aşağıda göstərilən 

şərtləri ödəyir:  

1) İstənilən  ,0x  üçün )(xP −n dəfə müntəzəm 

diferensiallanan operator-funksiyadır və istənilən Hh  üçün  

( ) ( ) ( ) 0,,,,)(,  MmhhMhhxPhhm HHH  
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şərti ödənir.  

2) İstənilən  ,0x  üçün H  fəzasında hər yerdə sıx olan 

elə ümumi   )()( QDxQD =  çoxluğu vardır ki, )(xQ  operatoru 

həmin çoxluqda təyin edilmiş, öz-özünə qoşma, aşağıdan məhdud 

operatordur, yəni istənilən )(QDf   üçün ( ) ( )
HH ffffxQ ,,)(   

ödənilir.  

3) Elə ,0A
n

n
a

2

12
0

+
  sabit ədədləri vardır ki, 

istənilən  ,0x üçün 1−x  olduqda  

   −− − xAxQQxQ
H

a )()()(  ödənilir.  

4) İstənilən  ,0x  və 1−x  üçün  

,
2

exp)( 1 Bx
Jm

K
H









−− 


  

burada 

),()()()( 2

1

2

1


−

= PQPK ( )  ,)( 2

1
1 nPK  −+= ,0

 .1,0min 2

1 −== n

ii
i

JmJm 
 

 5) İstənilən   ,0, x üçün 

,)()()( 12

1

cxQxPxQ

H

−


.)()()()( 12

1

2

1

cQPxPQ

H

−
−

  

şərtləri ödənilir.  

6) )(1 xQ−  operatoru tamam kəsilməz operatordur. (Bu 

zaman )(1 xK −  operatoru da tamam kəsilməz 

operatordur). ...)(...)()( 21  xxx n  ilə )(xK  operatorunun 

artma istiqamətində düzülmüş məxsusi ədədlərini işarə edək, belə ki, 

bu məxsusi ədədlər ölçülən funksiyalardır


=

−

1

2

41

)(
k

n

n

k x sırası istənilən 

 ,0x  üçün yığılandır və onun cəmi  .,0)( 1 LxF  Bu şərtlər 
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ödəndikdə isbat olunmuşdur ki, L  operatorunun spektri diskretdir. 

,..,...,, 21 n  ilə L  operatorunun məxsusi ədədlərini işarə edək. 

−L qeyri-məhdud operatordur və →n  şərtində →n . 

Aşağıdakı əsas teorem isbat edilmişdir. 

Teorem 3.1.1. Əgər L  operatorunun əmsalları 1)-6) 

şərtlərini ödəyirsə, onda 


=1
2

1

k k
 sırası yığılandır, yəni, L  operatoru 

Hilbert-Şmidt tipli operatordur. 

3.2. paraqrafında Hilbert fəzasında xüsusi törəməli yüksək 

tərtibli elliptik tip operator-diferensial tənliklərin spektrinin 

diskretliyi və məxsusi ədədlərin asimptotik paylanması tədqiq 

edilmişdir.  

Tutaq ki, −H separabel Hilbert fəzasıdır. ( )HRLH n ;21 =  

fəzasında  


=+++

+



−=

mkkk
k

n

kk

m
kkkm

n

n

n uxQ
xxx

u
xAyl

2... 21

2
...

21

21

21 ,)(
...

)()1()(      (34) 

diferensial ifadəsi ilə təyin edilmiş  L  operatoruna baxılır. Fərz edilir 

ki, (34) diferensial ifadəsinin baş hissəsi müntəzəm elliptiklik şərtini 

ödəyir, yəni, elə 21 ,cc  sabitlər vardır ki,  
m

mkkk

kn

n

kkkkk

n

n scsssxAsc
2

2...

2

2

21

...2

1

21

121 ...)(
=+++

  

Burada ( ) n

n Rssss = ,...,, 21 .  

Fərz edək ki, (34) ifadəsinin əmsalları aşağıdakı şərtləri 

ödəyir:  

1. ( )−xA nkkk ...21 bütün nR fəzasında həqiqi qiymətlər olan 

məhdud funksiyadır və Hölder şərtini ödəyir: 

( ) ( ) .10,1,
...... 2121 −−− 


xxKAxA nn kkkkkk

 

2. ( )xQ öz-özünə qoşma, aşağıdan müntəzəm məhdud 

operatordur və ( ) .1



− xQ  
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3. Müəyyən 0l  üçün ,)( 1
− xQ l nRx və 

.)(
1 −

nR

l dxxQ  

4. Elə )(xf  funksiyası vardır ki, 1−x  olduqda  

1

)()(

1

)(  tQcfctQ ee −−   

ödənilir, burada 0,0  tc ( )0)( cf  istənilən ədəddir.  

5. İstənilən 0M  ədədi üçün  


−− =

nn R

xtQ

R

xMtQ dxtreOdxtre )()( )1(  

 

6. ...)(...)()( 21  xxx n  ilə )(xQ  operatorunun 

H  fəzasında məxsusi ədədlərini işarə edək.  

,)(
),(0

−
=

nR

isxL
dsex   



= 

−=
1 )(

2

1

,)()()(
i x

m

n

i dxxx


  

funksiyası təyin edək. Fərz edək ki,  − 0 ın kifayət qədər böyük 

qiymətlərində )()( 0   şərti ödənilir. 

Aşağıdakı teorem isbat edilmişdir. 

Teorem 3.2.1. Əgər (34) diferensial ifadəsinin əmsalları 1.-

6. şərtlərini ödəyərsə, onda L  operatorunun spektri diskretdir və   

ədədindən kiçik olan məxsusi ədədlərin sayını göstərən 
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NƏTİCƏ 

 

Dissertasiya işində Hilbert fəzasında yarımoxda verilmiş 

yüksək tərtibli normal operator əmsallı diferensial tənliklərin Qrin 

funksiyası qurulmuş, spektrinin diskretliyi isbat edilmişdir. 

Yarımoxda ikinci tərtib operator-diferensial tənliklərin spektrinin 

quruluşu öyrənilmiş, mənfi məxsusi ədədlərin asimptotik paylanma 

düsturu alınmışdır. Sonlu parçada yüksək cüt tərtibli operator-

diferensial tənliyin rezolventasının Hilbert-Şmidt tipli operator 

olması isbat edilmişdir. Yüksək tərtibli elliptik operator-diferensial 

tənliklərin məxsusi ədədlərinin asimptotik paylanma düsturu 

alınmışdır. 

Dissertasiya işində aşağıdakı yeni elmi nəticələr alınmışdır: 

– Yarımoxda yüksək tərtib normal operator əmsallı diferensial 

tənliklərin Qrin funksiyası qurulmuş və onun əsas xassələri 

öyrənilmişdir; 

– Qrin funksiyasının törəmələri öyrənilmiş, Qrin funksiyasının 

müntəzəm qiymətləndirilməsi alınmış və spektrin disrkretliyi isbat 

olunmuşdur; 

– Yarımoxda ikinci tərtib operator-diferensial tənliklərin 

spektrinin quruluşu öyrənilmiş, mənfi spektrin diskretliyi isbat 

olunmuşdur; 

– Mənfi məxsusi ədədlər sayının qiymətləndirmələri alınmış və 

məxsusi ədədlərin asimptotik paylanma düsturu isbat edilmişdir; 

– Sonlu parçada yüksək tərtib operator-diferensial tənliklərin 

rezolventsının Hilbert-Şmidt tipli operator olması isbat olunmuşdur; 

-
nR  Evklid fəzasında m2  tərtibli  xüsusi törəməli elliptik tip 

operator-diferensial tənliklərin məxsusi ədədlərinin asimptotik 

paylanma düsturu isbat edilmişdir. 
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