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                  ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность темы и степень разработки. Данная 

диссертация посвящена изучению смешанных задач с 

акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений и смешанных задач для нелинейных 

гиперболических и параболических уравнений с 

запоминающими операторами. 

Некоторые задачи механики жидкости и газа сводятся к 

решению смешанных задач с акустическими граничными 

условиями. В этой области первые математические 

исследования проведены в работе J.T.Beale, S.I.Rosencrans. В 

этой работе авторы получают уравнения в области 3R  с 

границей  : 

0=− uutt   в   ( ) ,0 , 

         t

u



=




    на  ( ) ,0 , 

                 tttt ukdm 0 −=++   на  ( ) ,0 , 

которые представляют собой теоретическую модель, 

описывающую безвихревое волновое движение жидкости; здесь 

kdm ,,,0  - физически известные величины, ( )txu , - потенциал 

скоростей жидкости и ( )tx,  - перемещение точки x  в 

момент времени t  в направлении нормали   границы в этой 

точке. При выводе этой модели предполагалось, что каждая 

точка поверхности   реагирует как пружина на избыточное 

давление акустической волны и что разные точки   не 

взаимодействуют друг с другом. Поверхности такого типа 

называются локально реагирующими. 

Изучению смешанных задач с акустическими 

граничными условиями посвящены многочисленные работы, в 

которых получены результаты, аналогичные результатам для 

случая смешанных задач с граничными условиями Дирихле или 

Неймана. В некоторых работах акустические граничные условия 
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накладываются вместе с однородным условием Дирихле на 

части границы. В работе A.T.Cousin, C.L.Frota, N.A.Larkin 

доказаны существование, единственность и экспоненциальное 

убывание глобальных решений смешанной задачи для 

обобщенной системы уравнений типа Клейна-Гордона с 

акустическими граничными условиями на одной части границы 

и однородным условием Дирихле на оставшейся части границы. 

В работе C.L.Frota, A.T.Cousin, N.A.Larkin авторы получили 

результаты об убывании решений для нелинейного волнового 

уравнения, когда 1=n ; аналогичные результаты получены в 

работе J.Y.Park, S.H.Park. В работе C.L.Frota, J.A.Goldstein 

доказаны существование и единственность глобальных решений 

для смешанной задачи с акустическими граничными условиями 

на одной части границы и однородным условием Дирихле на 

оставшейся части границы. В некоторых работах акустические 

граничные условия накладываются на всей границе. В работе 

C.L.Frota, L.A.Medeyros, A.Vicente доказаны существование, 

единственность и экспоненциальное убывание глобальных 

решений для смешанной задачи в области с нелокально 

реагирующей поверхностью; а также существование и 

единственность решений в случае немонотонного 

диссипативного члена. В работе J.M.Jeong, J.Y.Park, Y.H.Kang 

доказано разрушение решений для квазилинейного волнового 

уравнения с акустическими граничными условиями на одной 

части границы и однородным условием Дирихле на оставшейся 

части границы. В работе P.J.Graber, B.Said-Houari получены 

результаты о локальном существовании, глобальном 

существовании, убывании и разрушении решений смешанной 

задачи для волнового уравнения с полулинейными 

акустическими граничными условиями.  

Задачи сопряжения возникают в некоторых приложениях 

физики и биологии. Задачи сопряжения для гиперболических 

уравнений исследованы в работе R.Dautray, J.L.Lions, где 

доказаны единственность и регулярность решений для линейной 

задачи. В работе J.E.Muñoz Rivera, H.Portillo Oquendo 
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рассмотрена задача сопряжения для вязкоупругих волн и 

доказано экспоненциальное убывание решений. В работе 

D.Andrade, L.H.Fatori, J.E.Muñoz Rivera доказаны существование 

и экспоненциальное убывание глобальных решений для задачи 

сопряжения. B работе J.J.Bae изучена задача сопряжения, где 

один компонент зажат, а другой находится в вязкоупругой 

жидкости, производящей диссипацию на границе и получен 

результат об экспоненциальном убывании решений. B работе 

W.D.Bastos, C.A.Raposo изучена задача сопряжения с 

фрикционной диссипацией и получен результат о 

существовании и единственности решений, а также установлена 

экспоненциальная устойчивость полной энергии. В работе 

A.B.Aliev, E.H.Mammadhasanov изучена задача сопряжения, для 

которой установлен результат о существовании и 

единственности решений методом динамической регуляризации 

граничных условий и условий сопряжения.  

Но ни в одной из этих работ не рассмотрены смешанные 

задачи с акустическими условиями сопряжения, к решению 

которых сводятся некоторые задачи механики жидкости и газа. 

В диссертационной работе рассматриваются такие смешанные 

задачи с акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений. 

Дифференциальные уравнения с запоминающим операто-

ром, особенно уравнения с гистерезисом имеют большое 

значение среди нелинейных дифференциальных уравнений с 

частными производными. Понятие гистерезисного оператора 

впервые было введено в работе М.А.Красносельского и 

А.В.Покровского. Исследование разрешимости задачи Коши и 

начально-краевых задач для дифференциальных уравнений с 

частными производными с такими нелинейностями является 

нетривиальной задачей. Особую трудность имеют уравнения с 

запоминающим оператором, если запоминающий оператор 

находится под оператором дифференцирования по времени. 

Глобальная разрешимость и отсутствие глобальных решений 

для квазилинейных уравнений Соболева, когда нелинейное 
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слагаемое находится под оператором дифференцирования по t , 

достаточно подробно исследованы в монографии 

А.Г.Свешникова, А.Б.Альшина, М.О.Корпусова и 

Ю.Д.Плетнера. Из последующих исследований, проводимых в 

этом направлении можно отметить работы М.О.Корпусова и 

A.Г.Свешникова. В работах A.Visintin, M.Hilpert исследованы 

соответствующие задачи с запоминающим оператором, 

применяя результаты теории нелинейных полугрупп. 

Существование, единственность, асимптотический характер 

периодических решений аналогичных задач для полулинейных 

и квазилинейных гиперболических уравнений исследованы в 

работах P.Krejci. В диссертационной работе более подробно 

изучаются начально-краевые задачи с запоминающими 

операторами, в которых запоминающий оператор находится под 

оператором дифференцирования по времени.  

В диссертационной работе рассматриваются в основном 

два направления. 

1. Изучаются смешанные задачи с акустическими условиями 

сопряжения для нелинейных волновых уравнений. В связи с 

этим большой интерес представляет доказательство cущест-

вования минимального глобального аттрактора для 

рассматриваемой задачи. 

2. Изучаются начально-краевые задачи для нелинейных 

гиперболических и параболических уравнений с 

запоминающими операторами, в которых запоминающий 

оператор находится под оператором дифференцирования по 

времени.  

Объект и предмет исследования. Основным объектом 

диссертационной работы являются смешанные задачи с 

акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений и начально-краевые задачи для 

нелинейных гиперболических и параболических уравнений с 

запоминающими операторами. Предмет исследования - 

изучение поведения решений смешанных задач с акустическими 

условиями сопряжения для волновых уравнений c нелинейными 
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фокусирующими и дефокусирующими источниками и начально-

краевых задач для гиперболических и параболических 

уравнений с запоминающими операторами и гистерезисными 

нелинейностями. 

 Цель и задачи исследования. Основной целью и 

задачей диссертационной работы является изучение начально-

краевых задач с акустическими условиями сопряжения для 

нелинейных волновых уравнений, к решению которых сводятся 

некоторые задачи механики жидкости и газа, а также начально-

краевых задач для нелинейных гиперболических и параболи-

ческих уравнений с запоминающими операторами и 

гистерезисными нелинейностями, которые возникают при 

описании различных биологических, технологических и 

химических процессов.  

 Методы исследования. В диссертации были 

использованы методы теории дифференциальных уравнений, 

теории функционального анализа, теории полугрупп, в том 

числе метод компактности, теоремы вложения, принцип 

сжимащих отображений, метод дискретизации. 

 Основные положения, выносимые на защиту:  

• исследование существования и единственности решений 

начально-краевой задачи с акустическими условиями 

сопряжения для нелинейных волновых уравнений с 

фокусирующими источниками; 

• изучение поведения решений начально-краевой задачи с 

акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений с фокусирующими источниками; 

• исследование существования решений начально-краевой 

задачи с нелинейными акустическими условиями сопряжения 

для нелинейных волновых уравнений с фокусирующими 

источниками; 

• исследование существования решений начально-краевой 

задачи с акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

сильно диссипативных волновых уравнений с фокусирующими 

источниками; 
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• исследование существования решений начально-краевой 

задачи с акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений с дефокусирующими источниками; 

• изучение поведения решений начально-краевой задачи с 

акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений с дефокусирующими источниками; 

• исследование существования минимального глобального 

аттрактора начально-краевой задачи с акустическими условиями 

сопряжения для нелинейных волновых уравнений с 

дефокусирующими источниками;   

• исследование существования и поведения решений 

начально-краевых задач для полулинейного гиперболического и 

квазилинейного параболического уравнений с запоминающими 

операторами; 

• исследование существования решений смешанной задачи 

для системы полулинейных гиперболических уравнений с 

запоминающими операторами; 

• исследование существования слабых решений 

смешанной задачи с акустическими граничными условиями для 

полулинейного гиперболического уравнения с запоминающим 

оператором. 

 Научная новизна исследования. Получены следующие 

основные результаты.  

• доказано существование и единственность локальных 

слабых и локальных сильных решений начально-краевой задачи 

с акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений с фокусирующими источниками; 

• для начально-краевой задачи с акустическими условиями 

сопряжения для нелинейных волновых уравнений с 

фокусирующими источниками получен результат о 

существовании глобальных слабых решений, если 

 
21

,min qqp   и результат о разрушении слабых решений этой 

задачи за конечный промежуток времени, если  
21

,max qqp   ; 
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• получен результат о существовании и единственноси 

локальных слабых решений начально-краевой задачи с 

нелинейными акустическими условиями сопряжения для 

нелинейных волновых уравнений с фокусирующими 

источниками; 

• доказано существование локальных слабых решений 

начально-краевой задачи с акустическими условиями 

сопряжения для нелинейных сильно диссипативных волновых 

уравнений с фокусирующими источниками; 

• доказано существование, единственность и экспонен-

циальное убывание глобальных сильных решений начально-

краевой задачи с акустическими условиями сопряжения для 

нелинейных волновых уравнений с дефокусирующими 

источниками;  

• получен результат о существовании минимального 

глобального аттрактора начально-краевой задачи с 

акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений с дефокусирующими источниками; 

• доказано существование и единственность решений 

начально-краевой задачи для полулинейного гиперболического 

уравнения с запоминающим оператором, получен результат о 

существовании минимального глобального аттрактора для этой 

задачи; 

• доказана теорема о существовании решений начально-

краевой задачи для квазилинейного параболического уравнения 

с запоминающим оператором и получен результат о 

единственности решений в случае гистерезисной нелинейности; 

• получен результат о существовании решений начально-

краевой задачи для полулинейного гиперболического уравнения 

четвертого порядка с запоминающим оператором, доказано 

существование минимального глобального аттрактора для этой 

задачи; 
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• получен результат о существовании решений смешанной 

задачи для системы полулинейных гиперболических уравнений 

с запоминающими операторами; 

• доказано существование и единственность решений 

смешанной задачи для системы Тимошенко с запоминающим 

оператором; 

• получен результат о существовании слабых решений 

смешанной задачи с акустическими граничными условиями для 

полулинейного гиперболического уравнения с запоминающим 

оператором.   

 Теоретическая и практическая ценность исследова-

ния. Результаты, полученные в диссертации, являются новыми 

и представляют теоретический и прикладной интерес. Они 

могут быть использованы в некоторых задачах механики 

жидкости и газа, а также в различных биологических, 

технологических и химических процессах. 

 Апробация и применение. Основные результаты 

диссертации обсуждались на семинарах кафедры механико-

математического факультета БГУ ”Дифференциальные и 

интегральные уравнения” (рук. д.ф.-м.н. Я.Т.Мехралиев), на 

семинарах механико-математического факультета БГУ (рук. 

д.ф.-м.н., проф. Н.Ш.Искендеров), на семинарах кафедры 

факультета прикладной математики и кибернетики БГУ 

”Уравнения математической физики” (рук. д.ф.-м.н., акад. 

Ю.А.Мамедов),  на семинарах отдела ИММ НАН Азербайджана 

”Дифференциальные уравнения” (рук. д.ф.-м.н., проф. 

А.Б.Алиев) и на общеинститутских семинарах ИММ  НАН 

Азербайджана (рук. член-корр. НАНА, д.ф.-м.н., проф. 

М.Дж.Марданов). А также в нижеследующих конференциях: на 

международной конференции по математике и механике, 

посвященной 50 летию института математики и механики НАН 

Азербайджана (Баку, 2009), Third Congress of the World 

Mathematical Soсiety of Turkish Countries (Алма-ата, 2009), на  IV 

международной конференции ”Функционально-дифференци-

альные уравнения и их приложения” (Махачкала, 2009), на 
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международной конференции посвященной 80 летнему юбилею 

академика Ф.Г.Максудова ”Спектральная теория и ее 

приложения” (Баку, 2010), на международной школе-семинаре 

”Нелинейный анализ и экстремальные задачи” (Иркутск, 2010), 

на международной конференции посвященной 100 летнему 

юбилею академика З.И.Халилова (Баку, 2011), на VI 

международной научной конференции ”Функционально-

дифференциальные уравнения и их приложения” (Махачкала, 

2013), на международной конференции, посвященной 55 летию 

института математики и механики НАН Азербайджана (Баку, 

2014), на V Международной научной конференции ”Междуна-

родные Колмогоровские чтения - ХIV, посвященные 100 летию 

проф. З.А.Скопеца” (Коряжма, 2017), на ХII международной 

конференции ”Фундаментaльные и прикладные проблемы 

математики и информатики” (Махачкала, 2017), VI congress of 

the Turkic world mathematical society (Aстанa, 2017), на 

международной конференции посвященной 100 летию со дня 

рождения С. Г. Крейна (Воронеж, 2017), на международной 

конференции, посвященной 70 летию профессора Г.А.Исаханлы 

(Баку, 2018), на международной научно-практической  

конференции ”Новейшие достижения и успехи развития 

технических наук” (Краснодар, 2018), VI International Conference 

on Control and Optimization with Industiral Applications (Баку, 

2018), IX International Conference of the Georgian Mathematical 

Union (Батуми-Tбилиси, 2018), на международной научно-

практической конференции ”Современная математика и ее 

приложения” (Грозный, 2018), на V международной 

конференции, посвященной 95 летию со дня рождения Л. Д. 

Кудрявцева ”Функциональные пространства” (Москва, 2018), на 

международной конференции, посвященной 90 летию со дня 

рождения академика  Азада Мирзаджанызаде (Баку, 2018), на 

международной конференции, посвященной 80 летию со дня 

рождения академика Мираббаса Касимова (Баку, 2019), VIII 

International Eurasian Conference on Mathematical Sciences and 

Applications Dedicated to the 100th Anniversary of Baku State 
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University (IECMSA-2019) (Баку, 2019), на XIII международной 

конференции, приуроченной к 55 летию факультета математики 

и компьютерных наук (Махачкала, 2019), на IV Всероссийской 

конференции с международным участием “Математическое 

моделирование и информационные технологии” (Сыктывкар, 

2020). 

Личный вклад автора. Все полученные результаты 

принадлежат автору.  

- Получен результат о существовании глобальных слабых 

решений для начально-краевой задачи с акустическими 

условиями сопряжения для нелинейных волновых уравнений с 

фокусирующими источниками, если  
21

,min qqp   и результат 

о разрушении слабых решений этой задачи за конечный 

промежуток времени, если  
21

,max qqp  ;   

- Получен результат о существовании минимального 

глобального аттрактора начально-краевой задачи с 

акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений с дефокусирующими источниками; 

- Получен результат о существовании минимального 

глобального аттрактора начально-краевой задачи для 

полулинейного гиперболического уравнения с запоминающим 

оператором.  

 Публикации. По теме диссертации опубликовано 53 

научных работ: публикации в изданиях, рекомендованных ВАК 

при Президенте Азербайджанской Республики – 21, материалы 

конференции – 1, тезисы докладов – 31.  

Наименование учреждения, где выполнена 

диссертационная работа. Бакинский Государственный 

Университет и Институт Математики и Механики НАН 

Азербайджана.  

Структура и объем диссертации (в знаках, с 

указанием объема каждого структурного подразделения в 

отдельности). Титульная страница состоит из 389 знаков, 

оглавление – из 3321 знаков, введение – из 76000 знаков, 
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основное содержание диссертации – из 388000 знаков (I глава – 

136000, II глава – 76000, III глава – 108000, IV глава – 68000), 

выводы – из 1328 знаков и список использованной литературы – 

из 21886 знаков. Общий объем диссертационной работы состоит 

из 490924 знаков. 

 

                     ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

 Диссертация состоит из введения, четырёх глав и списка 

используемой литературы. 

 Во введении обосновывается актуальность темы 

исследования и показан степень ее разработанности, 

сформулирована цель и задача исследования, приведена научная 

новизна, отмечена теоретическая и практическая ценность 

исследования, а также представлена информация об аппробации 

работы.  

Прежде чем изложить основные результаты, введем 

некоторые обозначения и определения. 

 
NR  −  N -мерное Евклидово пространство ( )RR =1 ; 

( )Nxxx ,...,1=  −  точка пространсва NR ; 

 0:1 =+ tRtR ; 
+Z  −  множество неотрицательных целых чисел; 

  −  область в NR ; 

  −  граница области  ; 

( ) ( ) TtxtxQT ,0,:, = ; 

( )
Nxxx uuu ,...,

1
= ; 


=

=
N

i

xxxx ii
uu

1

 ; 

( )D  −  пространство бесконечно дифференцируемых функций 

с компактным носителем в  ; 
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( )D  −  пространство, сопряженное к пространству ( )D  −  

пространство распределений в  ; 

( )pL  −  пространство функций, суммируемых с p -й степенью 

в   по мере Ndxdxdx ...1= ; 
( )

( )
p

p

L
dxxff p

/1














= 




; 

( )L  −  пространство функций, ограниченных почти всюду в 

 , 
( )

( )xff
x

L



= supess ; 

( ) ( ) mLDW ppm =   ,:, , 

( ) ( )

p

m

p

LW ppm D

/1

, 












= 






 , 
N

N

Nxx
D




 





=

++

...1

1

1

...

, 

( ) NN  ++== ...,,..., 11
, 

+ Zi , Ni ,...,1= ; 

( )pmW ,

0  −  замыкание ( )D  в ( )pmW , ; 

( ) ( )= 2,mm WH ; 

( ) ( )= 2,

00

mm WH ; 

( ) ( )( ) ( )=


= −− 2,

0

mmm WHH ; 

( )sH  −  пространство Соболева нецелого порядка s ; 

( )kC , +Zk  −  пространство k  раз непрерывно 

дифференцируемых функций в  ; 

eсли  X −  некоторое пространство Банаха, то 

 ( )  ffXTLp :;,0 = - измеримое отображение    X→T0, , 

( ) 















p
T

p

X
dttf

/1

0

  при   p1 , 
( )

( ) 


X
Tt

tf
,0

esssup  при     

                                =p ; 

( )( )XTD ;,0  −  пространство C - отображений ( ) X→T0,  с 

компактным носителем в ( )T0, ; 
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 ( )XTC k ;,0 , +Zk  −  пространство k  раз непрерывно 

дифференцируемых отображений   XT →,0 ; 

 ( )( )TC ,0; 0  −  пространство измеримых функций, 

действующих из   в  ( )TC ,00 ; 

( )YXL ; −  пространство непрерывных линейных отображений 

топологического векторного пространства X  в топологическое 

векторное пространство Y ; 

( )( ) ( )( )XTDLXTD ;,0;,0 =  −  пространство распределений на 

( )T0,  со значениями в X ; 

( ) ( ) ,)(:, 21 = LuHuH   

 

( ) ( )
( ) 2/12

)(

2

,, 21 
+=

LHH
uuuu ; 

( ) ( ) ( ) ( )( )

2/1

2
,,














== 



dxxuudxxxuu

ii

ii
  −  скалярное 

произведение и норма в ( )iL 2
, где i  −  область в NR ( )2,1=i ; 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2/1

2
,, 













== 








dxdxx  −  скалярное 

произведение и норма в ( )2L , где   −  граница области  ; 

отображение ( ) ( )→ 2/11

0 : HH  −  оператор следа нулевого 

порядка; 

отображение ( ) ( )→ − 2/1

1 ,: HH  −  оператор следа Неймана; 

( ) ( ) ( ) 10

11 нав. п.0:
1

== uHuH  , где 1  −  часть 

границы   области  ; 

( )

2/1

1

2

1

1
1

1 



























=  

= 



N

i i
H

dx
x

u
u . 

Приведем известные определения некоторых понятий. 
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Определение 1. Если ( )  0ttS  - полугруппа, определенная 

на метрическом пространстве ( )dX , , то наименьшее непустое 

ограниченное замкнутое множество XA , инвариантное  

относительно динамической системы, порождающей 

полугруппу ( )  0ttS  и удовлетворяющее  соотношению 

                                 ( )( ) 0,infsuplim =
→

utSd
AuBt




 

для любого ограниченного множества XB  , называется 

минимальным глобальным аттрактором полугруппы ( )  0ttS . 

Определение 2. Пусть ( )  0ttS  - полугруппа, 

определенная на метрическом пространстве ( )dX , . Множество 

XB 0  называется поглощающим, если для любого 

ограниченного множества XB   существует число ( )Bt1  такое, 

что  

                                   ( ) 0BBtS    

для любого ( )Btt 1 . 

Определение 3. Полугруппа ( )  0ttS , определенная на 

метрическом пространстве ( )dX , , называется асимптотически 

компактной, если для любого ограниченного множества XB  

такого, что ( )BtS
t 0

  ограничено в ( )dX , , любая 

последовательность вида ( ) 

=1kkktS  , где →kt , Bk  , имеет 

сходящуюся подпоследовательность. 

Определение 4. Пусть дана система, которая 

характеризуется двумя скалярными переменными ( )tu  и ( )tw  

(зависящими от времени) в Банаховом пространстве X , причем 

( )tw  в каждый момент времени  Tt ,0  зависит не только от 

( )tu , но и от предыдущих значений ( )tu  (то есть, от 
 t

u
,0

): 

( ) ( ) ( )tutw 0,F=  для  Tt ,0 , где 10 R - заданное число. 

Тогда ( )0,uF  называется запоминающим оператором  в X . 
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Определение 5. Для заданного 10 R , запоминающий 

оператор ( ) wuu →:, 0F  называется гистерезисным 

оператором, если этот оператор удовлетворяет  условию                            

               
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   



=

=

Tttuu

uututu

,0для0, начто таких,

Dom,для ,,

21

2121 FFF
 

и траектория пары ( ) ( )( )twtu ,  является инвариантной 

относительно любого возрастающего диффеоморфизма 

   TT ,0,0: → , то есть ( ) ( )   00 ,, uu FF =   на   T,0 ; 

другими словами, если wu → , то   wu → . 

Перейдем к краткому изложению содержания работы.  

Первая глава состоит из шести параграфов. В первом 

параграфе первой главы рассмотрена следующая смешанная 

задача с фокусирующими нелинейными источниками и 

акустическими условиями сопряжения: 

                     
uuuuuu

p

t

q

ttt

111 −−
=+−  в   ( ) ,01 ,                (1) 

                     


112 −−
=+−

p

t

q

ttt в   ( ) ,02 ,              (2) 

                        tttt uKDM −=++       на  ( ) ,02 ,             (3) 

                                0=u       на    ( ) ,01 ,                                (4) 

                        =u , 










−




=

u
t     на ( ) ,02 ,                   (5) 

                        
( ) ( )xuxu 00, = , ( ) ( )xuxut 10, = , 1x ,            (6) 

                         
( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )xxt 10,  = , 2x ,                 (7)

                 
 

                  
( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )x

u
xt 1

000, 





 




−




= , 2x ,     (8) 

где ( )1 nRn   ограниченная область с гладкой границей 

1 , 2   подобласть с гладкой границей 2  и 
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( )221 \ =   подобласть с границей 21 =  , причем 

= 21  ; ( )x внешняя единичная нормаль границы   в 

точке x ; ,:,, 2 RKDM → ,:, 110 Ruu → R→210 :, , 

R→20 :   заданные функции; 2,1,1,1 = iqp i .  

Введены определения слабого и сильного решений 

задачи (1)-(8).                                          

Определение 6 .  Тройку функций ( ) ( ) ( )( )txtxtxu ,,,,,  , 

где  

              RTu → ,0: 1 ,   RT → ,0: 2 ,   RT → ,0: 2 ,  

назовем слабым решением задачи (1)-(8),  если                  

       ( )( )1

1

1
;,0  

 HTLu , ( )( )2

1;,0   HTL ,  

             ( ) ( ) 00 =u  п. в. на ( )T,02  , 

                     ( )( ) ( )( )TLLTLu
q

t ,0;,0 1

1

1

2 1 
+  ,       

                     ( )( ) ( )( )TLLTL
q

t ,0;,0 2

1

2

2 2 
+  ,  

                                     ( )( )2

2;,0,   LTLt  

и выполнены  следующие  равенства:               

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1

1

1

02

1

221

1

11

,,,,

,,,,,

2

2

1

+=−+

+++++

−−



−

−





pp

tt

q

t

tdt
d

t

q

ttdt
d

uu

uuuu
  

для ( )1

1

1
 H , ( )2

1  H  таких, что =  на 2 , в 

смысле распределений в ( )TD ,0  и     

                         ( )( ) ( ) 0,,
22

0 =+++


еKDеMu ttdt
d   

для ( )2

2  Le , в смысле распределений в ( )TD ,0 , а также: 

                         ( ) ( )xuxu 00, = , ( ) ( )xuxut 10, =   п. в. в 1 ,                                                              

                         ( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )xxt 10,  =   п. в. в 2 ,                                             
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                         ( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )xxt 10,  =   п. в. на 2 .                                                                                        

         Определение 7. Тройку функций ( ) ( ) ( )( )txtxtxu ,,,,,  , 

где  

              RTu → ,0: 1 ,   RT → ,0: 2 ,   RT → ,0: 2 ,  

назовем сильным решением задачи (1)-(8), если 

          ( )( )1

1

1
;,0  

 HTLu , ( )( )  )( )TLHTLu
q

t ,0;,0 1

1

1

1 1

1


+



  ,    

                                   ( )( )1

2;,0   LTLutt ,    

          ( )( )2

1;,0   HTL , ( )( )  )( )TLHTL
q

t ,0;,0 2

1

2

1 2 
+  ,     

                                     ( )( )2

2;,0   LTLtt ,   

                       ( ) ( )1,Htu , ( ) ( )2,Ht  п. в. на ( )T,0 ,        

                                     ( )( )2

2;,0,,   LTLttt  ,               

и  

                    uuuuuu
p

t

q

ttt

111 −−
=+−    п. в. в   ( )T,01  ,                                                        

                    
112 −−

=+−
p

t

q

ttt  п. в. в   ( )T,02  ,                                                             

       ( ) 00 =+++  KDMu tttt , ( ) ( ) 00 =u  п. в. на ( )T,02  ,                                                                      

                     ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
22

2/1
2

2/1 001 ,,


=− −  tttu tHH
 

 для ( )1

1

1
 H  п. в. на  ( )T,0 ,                                              

                              ( ) ( )xuxu 00, = , ( ) ( )xuxut 10, =   п. в. в 1 ,                                                                           

                              ( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )xxt 10,  =   п. в. в 2 ,                                                                          

                              ( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )xxt 10,  =   п. в. на 2 .  

Для задачи (1)-(8) доказана следующая теорема о 

существовании и единственности локальных слабых решений. 

Teoрeма 1. Пусть выполнены следующие условия: 

             ( ) 0)(,0)(,0)(,,, 2  xKxDxMCKDM , 2x ;   (9)  

                  1p   если  2,1=n , 
2

1
−


n

n
p   если 3n .         (10) 

Тогда для             
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )







 

2

2

2

2

1

2

111

2

2

2

1

1

1

000

21

1

,,

,,

LLLu

LHHu

qq



         (11) 

существует число 0T  такое, что задача (1)-(8) имеет 

единственное слабое решение ( ),,u , удовлетворяющее 

условиям 

         
  ( )( )1

1

1
;,0  HTCu ,   ( )( ) ( )( )TLLTCu

q

t ,0;,0 1

1

1

2 1 
+ , 

           ( )( )2

1;,0  HTC ,   ( )( ) ( )( )TLLTC
q

t ,0;,0 2

1

2

2 2 
+ , 

                                       ( )( )2

2;,0,   LTLt ;                               

кроме того, если 0max T  −  длина максимального интервала 

существования решения ( ),,u , то справедлива следующая 

альтернатива:  

        либо    +=maxT ;   

        либо      

     +=






 +++++
−→

222

2

2

1

2

2

2

10 22max

lim  KMuu ttt
Tt

.  

Во втором параграфе первой главы установлен 

следующий результат о существовании и единственности 

локальных сильных  решений задачи (1)-(8).                                                                                            

Teoрeма 2. Пусть выполнены условия (9)-(10) и 

          1iq   если  2,1=n ; 
2

1
−


n

n
qi

  если 3n  ( )2,1=i .                   

Предположим, что  

 
21

,min qqp 
 

и  

( ) ( )1

2

1

1

0 1
  HHu  , ( ) ( )1

2

1

1

1
1

1
 

q
LHu  , 

( ),2

2

0 H  ( ) ( )2

2

2

1

1
2 

q
LH  , ( )2

2

10 ,  L . 

Тогда существует число 0T  такое, что задача (1)-(8) 

имеет единственное сильное решение ( ),,u . 
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В третьем параграфе первой главы доказана следующая 

теорема о существовании  глобальных слабых решений задачи 

(1)-(8) при выполнении условия  
21

,min qqp  . 

Teoрeма 3. Пусть выполнены условия Тeoрeмы 1 и 

условие  
21

,min qqp  . Тогда локальное слабое решение 

( ) ,,u  задачи (1)-(8) является глобальным и T  можно взять 

сколь угодно большим.  

В четвертом параграфе первой главы определена 

энергетическая функция:                 

         

( )

( ) ( ) ,1,
1

1
1,

1

1

2

1

2

1

1

1

222

2

2

2

2

1

2

1
22

++



+
−

+
−

−





 +++++=

pp

ttt

p
u

p

KMuutE





                

где ( ) ,,u  - слабое решение задачи (1)-(8) и установлен 

следующий результат о разрушении решений этой задачи за 

конечное время. 

    Теорема 4. Пусть  

                   ( ) ( ) ( ) ( )2

2

2

1

1

1

000 1
,,   LHHu  ,    

                    ( ) ( ) ( ) ( )2

2

2

2

1

2

111
21,,  LLLu

qq   

и выполнены условия (9), (10). Предположим, что 

                           
21

,max qqp  ,  1)( хK  ( )2х , 

                              ( ) 100 EE  , 








+
−=

1

1

2

12

11
p

E  ,  

                              2

1

2

20

2

10  +u , 
1

1

1

−
−

=
p

B , 

где B  −  положительная константа, зависящая от  1 , 2 , p . 

Тогда слабое решение задачи (1)-(8) разрушается за конечное 

время.  

В пятом параграфе первой главы рассмотрена начально-

краевая задача для нелинейных волновых уравнений с 
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фокусирующими источниками с нелинейными акустическими 

условиями сопряжения:  

             =u , ( ) ttu
u







=+




−




 на ( ) ,02

,  

для которой доказана теорема о существовании и 

единственности локальных слабых решений при выполнении 

следующих условий на нелинейность  :           

                                          ( )+− ;1C ,  

                                     ( ) 1

5

q
scs   ( )05 c ;                                      

            ( )s   монотонно возрастающая функция на );( +− .        

В шестом параграфе первой главы доказано 

существование и единственность локальных слабых решений 

начально-краевой задачи для нелинейных сильно 

диссипативных волновых уравнений с фокусирующими 

источниками:  

( )ufuuuuu t

q

tttt =+−−
−11

 в ( ) ,01 , 

( ) gt

q

tttt =+−−
−12  в ( ) ,02

, 

с акустическими условиями сопряжения:  

         tttt uKDM −=++  , =u , 














−




+




−




= tt

t

uu
   

на ( ) ,02 .                  

Вторая глава состоит из трех параграфов. В первом 

параграфе второй главы рассмотрена смешанная задача (12), 

(13), (3)-(8) с дефокусирующими нелинейными источниками и 

акустическими условиями сопряжения:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

                 
( ) ( ) 011 =++− ufuguu ttt  в    ( ) ,01 ,                (12) 

                 
( ) ( ) 022 =++−  fg ttt в    ( ) ,02 .             (13)    

Предположено, что выполняются следующие условия: 

)(1 RCg i  , 2,1=i  
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и существуют постоянные 1ik , 2ik , 03 ik  ( )2,1=i  такие,  что 

         
( ) q

ii sksg 1 , если 1s   и  ( ) sksg ii 2 , если 1s ,  (14) 

гдe q  удовлетворяет неравенству 
2

2
1

−

+


n

n
q , если 3n  и 

1q , если 2n ; 

                                 
( ) 03 

ii ksg
 
для Rs ;                          (15) 

)(1 RCfi  , 2,1=i  

и существуют постоянные 0,,, 2121 iiii cccc  ( )2,1=i  такие, что 

                        
( ) 21 i

p

ii cscsf + ,   ( ) 2

1

1 i

p

ii cscsf +
−

,           (16) 

где p  удовлетворяет неравенству
2

1
−


n

n
p , если 3n  

и 1p , если 2n ; 

                            

( ) ( ) ( )ssf
l

dssfsF i

i

s

ii
1

1
0

0
+

=                      (17) 

для 1,  +
ilRs , 2,1=i .  

Доказана следующая теорема о существовании и 

единственности глобальных сильных решений для  задачи (12), 

(13), (3)-(8). 

Теорема 5. Пусть выполнены условия (9), (14)-(17). 

Предположим, что  

           ( ) ( )1

2

1

1

0 1
  HHu  , ( ) ( )1

2

1

1

1 1
 

qLHu  ,   

      ( )2

2

0 H , ( ) ( )2

2

2

1

1  qLH  , ( )2

2

10 ,  L .  

Тогда для любого 0T  существует единственное 

сильное решение задачи (12), (13), (3)-(8), т. е. решение ( ),,u  

такое, что 

                     ( )( )1

1

1
;,0,  

 HTLuu t , ( )( )1

2;,0   LTLutt , 

                     ( )( )2

1;,0,   HTLt , ( )( )2

2;,0   LTLtt , 

                   ( ) ( )1,,  Htu , ( ) ( )2,,  Ht  п. в. на ( )T,0 , 
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                                      ( )( )2

2;,0,,   LTLttt   

и 

                     ( ) ( ) 011 =++− ufuguu ttt   п. в. в  ( )T,01 , 

                     ( ) ( ) 022 =++−  fg ttt   п. в. в  ( )T,02  , 

       ( ) 00 =+++  KDMu tttt , ( ) ( ) 00 =u  п. в. на ( )T,02  ,                 

                   ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
22

2/1
2

2/1 001 ,,


=− −  tttu tHH
 

для ( )1

1

1
 H  п. в. на ( )T,0 ,                                                                                             

                           ( ) ( )xuxu 00, = , ( ) ( )xuxut 10, =   п. в. в 1 , 

                           ( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )xxt 10,  =   п. в. в 2 , 

                           ( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )xxt 10,  =   п. в. на 2 . 

Во втором параграфе второй главы установлен 

следующий результат об экспоненциальном убывании 

глобальных сильных решений задачи (12), (13), (3)-(8). 

Teoрeма 6. Пусть ( ),,u  - глобальное сильное решение 

задачи (12)-(13), (3)-(8) и 

                  

( ) 

( )( ) ( )( ) .1,1,

2

1

22

2211

2

2

2

2

2

1

2

1

22


++++

++++=






KMFuF

uutE

t

tt

 

Тогда при выполнении условий Теоремы 5 существуют 

положительные константы a  и b  такие, что  

                            ( ) ( )btatE − exp   

для всех 0t .      

В третьем параграфе второй главы рассмотрена 

следующая смешанная задача с акустическими условиями 

сопряжения в области 
3R : 

                       ( ) 011 =+++− ufuuuu ttt    в  ( ) ,01 ,         (18) 

                       ( ) 022 =+++−  fttt   в  ( ) ,02 ,       (19) 

                               tttt u−=++     на  ( ) ,02 ,              (20) 
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                                             0=u    на   ( ) ,01 ,                     (21) 

                               =u , 










−




=

u
t    на ( ) ,02 ,          (22) 

                            
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 



==

==

,,0,,0,

,,0,,0,

210

110

xxxxx

xxuxuxuxu

t

t


           (23) 

                 ( ) ( )xx 00,  = , ( ) ( )x
u

xt 1
000, 





 




−




= ,  2x ,  (24) 

где ( )2,10 = ii  и 0   некоторые постоянные; 

( )2,1: =→ iRRfi заданные функции; предположено, что  

                                            )(1 RCfi  , 2,1=i   

и существуют постоянные 2,1,01 = ic i , при которых имеют 

место оценки 

                                           ( ) ( )2

1 1 scsf ii +  ,                             (25) 

а также что выполняются неравенства 

                                    
( )

1inflim −
→ s

sfi

s

, 2,1=i ;                          (26) 

для доказательства гладкости решения вместо непрерывной 

дифференцируемости функций if  и оценок (25) использованы 

более сильные предположения:  

                                        )(2 RCfi  , 2,1=i   

и существуют постоянные 2,1,02 = ic i , при которых имеют 

место оценки                                

                                    ( ) ( ) 0,1 22 +
iii cscsf .                        (27) 

Введено фазовое пространство              

       
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,

,,:,,,,,

22

1

312

2

62

2

52

2

42

1

3

1

2

21

1

1654321





=

==

wwLwLwLwHw

LwHwwwwwwwwV
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которое является гильбертовым относительно нормы, 

определяемой равенством                         

              
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

6

2

5

2

4

2

3

2

2

2

1

2

2
2

2
2

2
2

2
1

1
2

1
1

1





++

++++=


LL

LHLHV

ww

wwwww
 

для ( ) Vwwwwwww = 654321 ,,,,,  и начально-краевая задача 

(18)-(24) сформулирована в  следующей форме 

                                      
( )

( )



=

+=

,0

,

0ww

wAwwt
                                    (28) 

где ( )tttuuw  ,,,,,= , ( )1010100 ,,,,, uuw = , 

                                      ( ) VVADA →: ,   

                    
(

),,

,,,,

6526

4233421112

2

wwww

wwwwwwwwAw





−−−

−−−−=



 

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,,,,

,,:,,,,,

2222
316422

1

42

2

3

1

1

21

2

1654321


−==

==


wwwwwHwLw

HwLwVwwwwwwwAD
 

где ( )2,1=iwi −  производная функции iw  по нормали   

(условие 
22

316 
−=  www  интерпретируется в слабом смысле 

−  как выполнение равенства 

           ( ) ( ) 263311

221

=+++ 


dwdxwwdxww   

для всех ( ) ( )2

1

1

1 ,
1

  HH   таких, что 
22 

= ), 

       VV → : ,  ( ) ( ) ( )( )0,0,,0,,0 3211 wfwfw −−=   для Vw . 

Чтобы рассматривать сильные решения, введено также 

фазовое пространство 

              

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,,,

:

,,,,,

2222
2

2

2/12/1

1

3164231

222

1

2

2

1

1

1

2

1

1

6543211





−===



==









wwwwwww

HHHHH

HHwwwwwwwV 
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которое является гильбертовым относительно нормы              

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.

2

6

2

5

2

4

2

3

2

2

2

1

2

2

2/1

2

2/1

2
1

2
2

1
1

1
2

1
1
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++

++++=


HH

HHHHHV

ww

wwwww


 

Введено определение слабого решения задачи (28). 

Определение 8. Пусть ( ) Vuuw = 1010100 ,,,,,  . 

Функция   )( )VCw ;,00   называется слабым решением задачи 

(28), если справедливо равенство 

                               ( ) ( ) ( )( )dsswewetw

t

stAAt += 
−

0

0  

для 0t . 

Введен функционал 

              ( ) ( ) ( )


++=

21

3211

2

2

1
dxwFdxwFwtE

Vw ,         (29) 

где ( ) ( )dssfsF

s

ii =
0

, 2,1=i . 

Основные результаты для задачи (28) или (18)-(24)  

установлены в следующих  теоремах (метод, использованный 

при доказательстве существования глобального аттрактора, 

опирается на использование подходящего энергетического 

уравнения). 

Теорема 7. Пусть выполнены условия (25), (26) и Vw 0 . 

Тогда существует единственное слабое решение 

 )( )VCw ;,00   задачи (28). Кроме того, если 1w и 2w  - 

решения задачи (28), соответствующие двум начальным данным 

10w  и 20w  с rw
V
10 , rw

V
20  ( )0r , то существует 

положительное число  , зависящее от r  такое, что 

                                ( ) ( )
V

t

V
wwetwtw 102012 −−   

для всех 0t . Если дополнительно предположить, что 

функции 2,1, =ifi  удовлетворяют условиям (27) и что 10 Vw  , 
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то соответствующее слабое решение обладает свойством 

регулярности 

                               )( )  )( )1

01 ;,0;,0 VCVCw    

(и называется ”сильным” решением).  

 Доказано, что для каждого слабого решения 

( )tttuuw  ,,,,,=  задачи (28) справедливо энергетическое 

уравнение 

              
22

22

2

11
2

−−−= ttt
w u

dt

dE
   ( ( )  )( ) ,01CEw ), 

где функционал ( )tEw  введен в (29). 

Следствие 1. При выполнении условий (25), (26) система 

(28) порождает сильно непрерывную полугруппу  

                                  ( ) ( )tStS  21 ,=   

в фазовом пространстве V , которая определяется формулой 

                       ( )( ) ( )tttuuuutS  ,,,,,,,,,, 101010 = , 

где ( )  )( )VCuu ttt ;,0,,,,, 0   - слабое решение задачи (28), 

соответствующее начальному данному ( ) Vuu 101010 ,,,,,  . 

Теорема 8. Пусть выполнены условия (25), (26). Тогда 

существует постоянная 00 R  со следующим свойством: для 

каждого 0R  существует число ( ) 000 = Rtt  такое, что 

справедливо неравенство  

                                ( ) 00 RwtS
V
    

для любого Vw 0  такого, что Rw
V
0 , и для всех 0tt  ; 

следовательно, для полугруппы ( )tS  в V  множество 

                                        00 : RzVzB
V
=  

является ограниченным поглощающим. 

Теорема 9. Пусть выполнены условия (25), (26) и 

 == 21 . Тогда полугруппа ( )  0ttS  является 

асимптотически компактной. 
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Теорема 10. Пусть выполнены условия (25), (26) и 

 == 21 . Тогда задача (18)-(24) обладает минимальным 

глобальным аттрактором в фазовом пространстве V , который 

инвариантен и компактен. 

Третья глава состоит из трех параграфов. В первом 

параграфе третьей главы рассмотрена следующая смешанная 

задача в области ( )TQ ,0=  ( ( )1 NRN  - ограниченная 

область с достаточно гладкой границей  ): 

                            
2

2

t

u




+ ( )  fuuuuu

t

p
=+−+




F ,                 (30) 

                                     ( )  Ttxu ,0,,0 = ,                            (31) 

                           ( )  )0()0(

0
wuuu

t
+=+

=
F ,  

)1(

0 u
t

u
t =




=  ,           (32) 

где 0p ; f : RQ→ , )0(u , )1(u , )0(w : R→  - заданные 

функции и нелинейный оператор F  действует из пространства 

 ( )( )TC ,0; 0  в  ( )( )TC ,0; 0 .  

Предположено, что F  является запоминающим 

оператором; то есть, выход ( ) ( )tuF  в любой момент времени t  

может зависеть не только от ( )tu , но и от предыдущих 

изменений u  до момента t . Предположено также, что этот 

оператор действует в каждой точке x  независимо (то есть 

( )( ) ( )txu ,F  зависит от ( )
 t

xu
,0

,  и не зависит от ( )
 t

yu
,0

,  для 

любого xy  ) и выполняются следующие условия: 

             

( ) ( ) ( ) ( )

 ( )( )
   










=

=

;,0 для0, на

что таких,,0;,для

,вв.п.,,

21

0

21

21

Ttt

TC

tt



 FF

       (33) 

             
 ( )( )

( ) ( )  



→

→

; в в.п. ,,0на равномерно  то

 ,,0;вравномерно если 0

n

T

TC

n 



FF
        (34) 
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( )

( ) ( )
 ( )

( )
 ( )

( )

 ( )( )










+



;,0;для

вв.п.,,что

,такиефункцияи0 числосуществуют

0

,0,0

2

00

TCM

xgxLx

LgL

TCTC



F   (35) 

         

 ( )( )
     

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) 







−−





;вв.п.0,,,,

то,вв.п.,,0,для,ваффинной

является,0;функция если

1212

2121

0

txtxtxtx

Ttttt

TСΜ





FF

 (36) 

            

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 ( )( )
 

   

















−−



,вв.п.,,0,для

,ваффинной  являетсякоторая

,,0;функциилюбойдля,вп.в.

,,,,

что,такое10числосуществует

21

21

0

12112

1

Ttt

tt

TСM

txtxLtxtx

L



 FF

 (37) 

                         ( ) 2)0( )0(

, LwVu , )(2)1( Lu ,                     (38) 

                    );,0(),(, 1,12

2121 VTWfQLffff += ,          (39)   

где ( ) ( )= +21

0

pLHV  . 

Определение 9. Функция ( ) ( )( ) 212 ;,0;,0 LTHVTLu   

такая, что ( ) ( )QLu 2F  и удовлетворяющая равенству                        

             

( ) 

( ) ( )  ( ) 





 +++=

=








++



+−









−

T

VV

Q

p

dxxxuxwxudtf

dxdtuuu
t

uu
tt

u

0

)1()0()0( 0,)(, 




F

 

для любого ( ) ( )( ) 212 ;,0;,0 LTHVTL   ( ( ) 0, = T  п. в. в ) , 

называется решением задачи (30)-(32). 

В следующих теоремах установлены результаты о 

существовании и единственности  решений задачи  (30)-(32). 
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Теорема 11.  Пусть выполнены условия (33)-(39). Тогда 

задача (30)-(32) имеет по крайней мере одно решение u , для 

которого справедливы включения 

            ( )( ) ( )VTLLTWu ;,0;,0 2,1    , ( ) ( ))(;,0 21  LTHuF . 

           Теорема 12. Пусть выполнены условия Теоремы 11. 

Предположим, что 

                              
2

2

−


N
p ,     3N                                (40) 

и 

        ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )  0,,,, 2121 −− txtxtxtx  FF  п.в. в  ,    (41) 

для  ( )( )TCM ,0;, 0

21    и ( )Tt ,0 . Тогда решение задачи 

(30)-(32) единственно. 

Теорема 13. Пусть выполнены условия (33)-(39), (40)-

(41). Тогда задача (30)-(32) имеет единственное решение 

  ( )( )   ( )( ) 1

0

21 ;,0;,0 HTCLTCu   для всех 0T . 

Далее в том же параграфе рассмотрена задача (30)-(32) 

для случая 

                                           ( )xhf = , ( ).2  Lh                            (42)                                                                                                                                                                                             

При выполнении условия (40) справедливо равенство 

( ) ( ) ( )== + 1

0

21

0 HLHV p . Тогда при выполнении условий 

Теоремы 13, задаче (30)-(32) (с (42)) соответствует полугруппа 

( )  0ttS  в пространстве ( ) ( ) ( )= 221

0 LLHE , определяемая 

формулой 

                                    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )wuuwuutS t ,,,, 010 = , 

где u  - единственное решение этой задачи. 

Используя метод дискретизации по переменному t  
доказана следующая теорема о существовании ограниченного 

поглощающего множества для полугруппы ( )  0ttS , 

порожденной задачей (30)-(32) (с ( )xhf = ).   



32 

 

Теорема 14. Задача (30)-(32) (с ( )xhf = ),  имеет 

ограниченное поглощающее множество в пространстве E  при 

выполнении условий (33)-(38), (40)-(42). 

Далее доказана лемма о том, что при выполнении 

условий Теоремы 14 полугруппа ( )  0ttS , порожденная задачей 

(30)-(32) (с ( )xhf = ), является асимптотически компактной в 

пространстве E , и впоследствии доказана сдедующая теорема о 

существовании минимального глобального аттрактора для этой 

задачи. 

Теорема 15. Пусть выполнены условия Теоремы 14. 

Тогда задача (30)-(32) (с ( )xhf = ) имеет минимальный 

глобальный аттрактор в пространстве E , который инвариантен 

и компактен. 

Во втором параграфе третьей главы рассмотрена 

следующая смешанная задача в области ( )TQ ,0=  для 

квазилинейного параболического уравнения ( ( )1 NRN  - 

ограниченная область с достаточно гладкой границей  ): 

                                  

( )  fuuuuu
t

p
=+−+




F ,                      (43) 

                                       
( ) ( )Ttxu ,0,,0 = ,                           (44) 

                                       
( )  00

0
wuuu

t
+=+

=
F ,                           (45) 

где 
N

p
−


2

2
0 , если 3N  и 0p , если 2,1=N ; 

( ) RTf → ,0:  и нелинейный оператор F  действует из 

пространства  ( )( )TC ,0; 0  в  ( )( )TC ,0; 0 .  

Предположено, что F  является запоминающим 

оператором, который действует в каждой точке x  

независимо и удовлетворяет  условиям (33)-(36) и 

                                           
( ) 200 , LwVu ,                           (46) 

                   
    21 fff += , ( )QLf 2

1 , ( )VTWf  ;,01,1

2 , (47) 

где ( )= 1

0HV .  
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Определение 10. Функция  ( )( )TCMu ,0; 0  

( )VTL ;,02  такая, что ( ) ( )QLu 2F  и удовлетворяющая 

равенству 

                      

( ) 

( ) ( )  ( ) 





 ++=

=








++



+−

T

VV

Q

p

dxxxwxudtf

dxdtuuu
t

uu

0

00 0,, 




F

  
для любого ( ) ( )( ) 212 ;,0;,0 LTHVTL    ( ( ) 0, = T  п.в. в ) , 

называется решением задачи (43)-(45). 

Для задачи (43)-(45) доказана следующая теорема, 

используя метод дискретизации по переменному t . 

Теорема 16. Пусть выполнены условия (33)-(36), (46), 

(47) и  

     
N

p
−


2

2
0  если 3N   и  0p  если 2,1=N . 

Тогда задача (43)-(45) имеет по крайней мере одно 

решение u , для которого справедливы включения
              

 

          
( )( ) ( ) ( )  ( )( )TCLuVTLLTHu ,0;,;,0;,0 0221   F .   (48) 

Рассмотрена также задача (43)-(45) при дополнительном 

условии, что F  является гистерезисной нелинейностью типа 

обобщенного люфта. 

Пусть для неубывающих функций )()(),( 0 RCrl   

выполняется условие 

                                
)()(  lr                                      (49) 

для любого R . Пусть u
 
является непрерывной, частично 

линейной функцией на  T,0 , причем u  является линейной на 

 ii tt ,1−  для Ni ,...,2,1= . Для заданного R0 , оператор 

( )   RTuEw →= ,0:, 0  называется гистерезисной нелиней-

ностью типа обобщенного люфта, если                     
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          ( )
( ) ( )  
( ) ( )   ( 






=
=

−− iiirl

rl

tttttutu

tuu
tw

,если,,)(max,)(min

,0если,,)0(max,)0(min

11

 0

 

( )Ni ,...,1= , причем ( ) 0=0w  лишь тогда, когда 

( ) ( ))0()0( uu lr   0 . 

Предположено, что 

                           
( ) ( ) ( ) ( )( )  ( )txxuEtxu 0,,, =F   п. в. в  ,           (50) 

для любого  ( )( )TCMu ,0; 0  и для любого  Tt ,0 ; где 

( ) 1L0  и E  - гистерезисный оператор типа обобщенного 

люфта. 

Для задачи (43)-(45) доказаны следующие теоремы. 

Теорема 17. Пусть  

                 
( ) ( ) ( ) 220 ,, LxhLu iii   ( )2,1=i ;   

)()(),( 0 RCrl   - липшицево непрерывные, аффинно 

ограниченные функции и удовлетворяют условию (49). 

Определим F  как в (50) и предположим, что 

 
  )(,)(,maxmin 0000

ilirii uuw =   п. в. в   ( )2,1=i . 

Если ( )( ) ( )VTLLTWui ;,0;,0 211,1 
 

- соответствующие 

решения задачи (43)-(45) с ihf =  и ( ) ( )2,1== iuw ii F , то 

справедливо неравенство

                      

 

     

( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) dxhhTdxxwwxuu

dxtxwwtxuu







+



++



++

−+−+−

−+−

21

0

2

0

1

0

2

0

1

2121 ,,

  

для любого  Tt ,0 , где ( ) ( ) 0,max =
+

. 

Теорема 18.  Пусть 

                         
( ) ( ) 220 ,, LhLVu 0 , 

функции )()(),( 0 RCrl   липшицево непрерывны, аффинно 

ограничены и удовлетворяют условию (49), а  F  определяется 
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как в (50). Тогда задача (43)-(45) (с ( )xhf = ), имеет 

единственное решение, которое удовлетворяет условию (48). 

Пусть ( ) ( )= 21

0 LHX . Тогда при выполнении условий 

Теоремы 18 задаче (43)-(45) (с ( )xhf = ) соответствует 

полугруппа ( )  0ttS
 
в пространстве X , определяемая формулой 

( ) ( )( ) ( )( )uuwutS F,, 00 = , где u  - единственное решение этой 

задачи. 

Теорема 19. Задача (43)-(45) (с ( )xhf = ) имеет 

ограниченное поглощающее множество в пространстве X  при 

выполнении условий Теоремы 18. 

В третьем параграфе третьей главы рассмотрена 

следующая смешанная задача в области ( )TQ ,0=  

( ( )1 NRN  - ограниченная область с достаточно гладкой 

границей  ): 

                            
2

2

t

u




+ ( )  fuuuuu

t

p
=+++



 2F ,                 (51) 

                                 ( )  Ttxuu ,0,,0,0 == ,                  (52) 

                           ( )  )0()0(

0
wuuu

t
+=+

=
F ,  

)1(

0 u
t

u
t =




= ,             (53) 

где 0p ; f : RQ → , )0(u , )1(u , )0(w : R→  - заданные 

функции и нелинейный оператор F  действует из пространства 

 ( )( )TC ,0; 0  в  ( )( )TC ,0; 0 .  

Предположено, что F  является запоминающим 

оператором, который действует в каждой точке x  

независимо и удовлетворяет условиям (33)-(37) и 

                            ( ) 2)0( )0(

, LwVu , )(2)1( Lu  ,                (54) 

где ( ) ( )= +22

0

pLHV  . 

Определение 11. Функция ( ) ( )( ) 212 ;,0;,0 LTHVTLu   

такая, что ( ) ( )QLu 2F  и удовлетворяющая равенству                        
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( ) 

( ) ( )  ( ) 





 +++=

=








++



+−









−

T

VV

Q

p

dxxxuxwxudtf

dxdtuuu
t

uu
tt

u

0

)1()0()0( ,0,)(, 




F

 

для любого ( ) ( )( ) 212 ;,0;,0 LTHVTL   ( ( ) 0, = T   п.в. в ) , 

называется решением задачи (51)-(53). 

В следующих теоремах установлены результаты о 

существовании и единственности решений задачи (51)-(53). 

Теорема 20. Пусть выполнены условия (33)-(37), (39), 

(54). Тогда задача (51)-(53) имеет по крайней мере одно решение 

u , для которого справедливы включения                     

             ( )( ) ( ) ( ) ( ))(;,0,;,0;,0 212,1   LTHuVTLLTWu F . 

Теорема 21. Пусть выполнены условия Теоремы 20. 

Предположим, что 

                            
2

2

−


N
p ,     3N                                  (55) 

и 

         ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )  0,,,, 2121 −− txtxtxtx  FF  п.в. в  , (56)                                            

для  ( )( )TCM ,0;, 0

21    и ( )Tt ,0 . Тогда решение задачи 

(51)-(53) единственно. 

Доказаны следующие теоремы о существовании 

ограниченного поглощающего множества и о существовании 

минимального глобального аттрактора для задачи (51)-(53) для 

случая ( )xhf = : 

                                                 ( ).2 Lh                                      (57) 

Теорема 22. Задача (51)-(53) (с ( )xhf = ) имеет 

ограниченное поглощающее множество в пространстве 

( ) ( ) ( )= 222

0 LLHE  при выполнении условий (33)-(37), 

(54)-(57). 

Теорема 23. Пусть выполнены условия Теоремы 22. 

Тогда задача (51)-(53) (с ( )xhf = ) имеет минимальный 
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глобальный аттрактор в пространстве E , который инвариантен 

и компактен. 

Четвертая глава состоит из трех параграфов. В первом 

параграфе четвертой главы рассмотрена следующая смешанная 

задача в области ( )TQ ,0=  ( ( )1 NRN  - ограниченная 

область с достаточно гладкой границей  ) для системы 

полулинейных  гиперболических уравнений: 

                               

( ) 

( ) 












=−+



+





=−+



+





,

,

22

2

12

2

fu
tt

fuu
tt

u






2

1

F

F

                     (58) 

                                  ( )  Ttxu ,0,,0,0 ==  ,                     (59) 

                              ( )  ( )0

1

)0(

0
wuu

t
+=+

=
1F ,  

)1(

0 u
t

u
t =




=  ,       (60) 

                              ( )  ( ) )1(

0

0

2

)0(

0
, 


 =




+=+ == tt t

wu2F ,      (61) 

где нелинейные операторы 1F , 2F  действуют из пространства  

 ( )( )TC ,0; 0  в  ( )( )TC ,0; 0 .  

Предположено, что операторы )2,1( =iiF  являются 

запоминающими операторами, которые действуют в каждой 

точке x  независимо и удовлетворяют условиям (33)-(37) и 

             ( ) ( ) )(),(,, 2

1

2)1(2)0(

1

1

0

)0( QLfLuLwHu  ,      (62) 

              ( ) ( ) ( ) )(),(,, 2

2

2)1(20

2

1

0

)0( QLfLLwH   .       (63) 

Определение 12. Пара функций ( ),u  такая, что     

            ( )( ) 1

0

2 ;,0, HTLu  ( )( )21 ;,0 LTH ,  

                    ( ) ( )QL21F , ( ) ( )QLu 22F  

и удовлетворяющая равенствам 
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( ) 

( ) ( )  ( )
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,0,)()1()0(

1

)0(

1 dxxxuxwxudxdtf

dxdtu
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Q
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1F

 

              

( ) 

( ) ( )  ( )
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+
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,0,)()1()0(

2

)0(

2 dxxxxwxdxdtf
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для любого ( )( ) ( )( ) 211

0

2 ;,0;,0 LTHHTL   ( ( ) 0, = T  п.в. в 

) , называется решением задачи (58)-(61). 

В следующих теоремах установлены результаты о 

существовании и единственности  решений задачи  (58)-(61).  

Теорема 24.  Пусть выполнены условия (33)-(37), (62)-

(63). Тогда задача (58)-(61) имеет по крайней мере одно решение 

( ),u , для которого справедливы включения 

                         ( )( ) ( )( )  1

0

2,1 ;,0;,0, HTLLTWu  ,      

                               ( ) ( ) ( ))(;,0, 21  LTHu21 FF  . 

Теорема 25.  Пусть выполнены  условия Теоремы 24  и 

условия                   

             

( )

( ) ( )
 ( )

( )
 ( )

(  ( )
( )

 













−−








 





 

,~:~,и,0для

,вп.в.

что,такое0числосуществует0для

2

,02;2,00;2

2

2

2

ruQLuuTt

urLu

rLr

t

tLLtCL

QLt

iii

i



FF  

2,1=i . Тогда решение  задачи (58)-(61) единственно. 

Во втором параграфе четвертой главы рассмотрена 

следующая смешанная задача в области ( )(0, ) 0,Q L T=   

(
1(0, )L R ) для системы Тимошенко с запоминающим 
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оператором, которая возникает в теории поперечных колебаний 

струны:                          

                                  1 ( ) 0tt x xa  − + = ,                                 (64) 

                         
( ) ( ) 02 =+++−  Fxxxtt ab ,                   (65) 

                      0| | 0,x x L = == =  0
0

==
== Lxx

   на ( )T,0 ,         (66) 

 ( )0

0
 =

=t
, ( )1

0
 =

=tt
, ( )0

0
 =

=t
, ( )1

0
 =

=tt
, ( ) )0(

0
w

t
=

=
F  (67) 

на ( )L,0 , где t  - переменная времени, x  - координата точки 

струны длиной L  в положении её равновесия; 
)0()1()0()1()0( ,,,, w : ( ) RL →,0  - заданные функции, 

1 2, , ,a b 
 
- положительные константы.  

Предположено, что оператор F  действует из 

пространства  ( )( )TCL ,0;,0 0  в  ( )( )TCL ,0;,0 0 , где 

 ( )( )TCL ,0;,0 0  - пространство измеримых функций, 

действующих из ( )L,0  в  ( )0 0,C T , и что F  является 

запоминающим оператором, который действует в каждой точке 

( )Lx ,0  независимо, то есть ( )( ) ( )t,xF  зависит от ( )
 t

x
,0

,  

и не зависит от ( )
 t

y
,0

,  для xy  .  

Пусть выполнены следующие условия: 

 

          

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 ( )( )
   










=

=

;,0 для0, на

что таких,,0;,0,для

,,0нав.п.,,

21

0

21

21

Ttt

TCL

Ltt



 FF

      (68) 

          

 ( )( )
( ) ( )   ( )




→

→

;,0 нав.п. ,,0на равномерното

 ,,0;,0вравномерно если 0

n

LT

TCL

n 



FF
     (69)                               

     

( )

( ) ( )
 ( )

( )
 ( )

( )

 ( )( ) ( )










+



;,0нап.в.,,0;,0для

,,что

,такие,0функцияи0 числосуществуют

0

,01,0

2

1

00

LTCLM

xgxLx

LLgL

TCTC



F    (70)                                          
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 ( )( )
      ( )

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )  ( )







−−





,,0нап.в.,0,,,,

то,,0нап.в.,,0,для,ваффинной

является,0;,0функция если

1212

2121

0

Ltxtxtxtx

LTtttt

TСLΜ





FF

(71) 

                   
( ) ( ) ( )LH ,0, 1

0

00  , ( ) ( ) ( ) ( )LLw ,0,, 2011  .            (72)            

Определение 13. Пара функций ( , )  , для которых 

справедливы соотношения  

           , ( )( ) ( )( )LLTHLHTL ,0;,0,0;,0 211

0

2  , ( ) ( )2L Q F ;  

                ( )0

0
 =

=t
, ( )0

0
 =

=t
, ( ) )0(

0
w

t
=

=
F  на ( )L,0   

и равенства
                      

 

        

( )( ) ( )dxxxdxdtaa
tt
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Q

xxx 0,
0
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− ,              

            

( )

( )( ) ( )dxxx

dxdtaab
tt

L

Q

xxx
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−=

=








++++








− F

     

для любого ( )( ) ( )( )LLTHLHTL ,0;,0,0;,0 211

0

2   ( ( ) 0, = T  

п.в. на (0, )L ), называется решением задачи (64)-(67). 

В следующих теоремах установлены результаты о 

существовании и единственности решений задачи (64)-(67).  

Теорема 26.  Пусть выполнены условия (68)-(72). Тогда 

задача (64)-(67) имеет по крайней мере одно решение ( , )  , для 

которого справедливы включения 

           
( )( ) ( )( )

( )  ( )( ) 







 

.,0;,0

,,0;,0,0;,0,

02

211

0

TCLL

LLTHLHTL





F


        (73) 

Теорема 27. Пусть выполнены условия  теоремы 26 и 

оператор F  удовлетворяет ещё и условию глобальной 

Липшицевой непрерывности: 
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     :02 L  ( Tt ,0 ,  ( )( )tCLL ,0;,0, 02

21   ,
 

        

      ( ) ( )
 ( )( )  ( )( )tCLLtCLL

L
,0;,0212,0;,021 0202  −−FF .    

Тогда решение задачи (64)-(67) (которое удовлетворяет  

условию (73)) единственно. 

       В третьем параграфе четвертой главы в области 

( )TQ ,0=
 

рассмотрено квазилинейное гиперболическое 

уравнение: 

                                  
( )  fuuuu ttt =−++ F                               (74) 

с граничными условиями 

                                 
( )  Ttxu ,0,,0 0 = ,                               (75) 

                        
( )  Ttxrzlzpzu tttt ,0,,0 1 =+++ ,             (76) 

                                  
( )  Ttxz

u
t ,0,, 1 =





                          
(77) 

и с начальными условиями 

    
       

 

                    
( )  )0()0(

0
wuuu

t
+=+

=
F ,  )1(

0 uu tt == , x ,          (78) 

                               

( )

1

)1(
0

0

)0(

0 ,, 



==

=
= xz

u
zzz

t
tt


,            (79) 

где ( )1 NRN
−ограниченная область с достаточно гладкой 

границей 10 =  , причем = 10  ; Rrlp →1:,, −  

известные функции, ( )x  −  внешняя единичная нормаль 

границы   в точке x  и нелинейный оператор F  действует из 

пространства  ( )( )TC ,0; 0  в  ( )( )TC ,0; 0 . Предполо-

жено, что F  является запоминающим оператором, который 

действует в каждой точке x  независимо и выполнены 

условия (33)-(37). Также предположено, что 

 

           
( ) 2)0( )0(

, LwHu


, )(2)1( Lu , )(, 1

2)1()0(  Lzz ,     (80) 

                                         
)(2 QLf  ,                                          (81) 
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где ( ) ( ) 00

1 на п.в.0: == uHuH 


. 

Введено понятие слабого решения задачи (74)-(79). 

Определение 14. Пара функций ( ) ( )( )txztxu ,,,  называется 

слабым решением задачи (74)-(79), если  

     ( )HTLu


;,02 , ( )QLut

2 , )( 1

2 Lz , )( 1

2  Lzt ,  

                                    
( ) ( )QLu 2F

 
и выполнены  следующие  равенства:       

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )



=−

−+++

2
1

2

222

,,

,,,

0 LLt

LLdt
d

Ltdt
d

fz

uuuu



 F
 

для  H


 , в смысле распределений в ( )TD ,0 , и 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 0,,
1

220 =+++
 LtLtdt

d erzlzepzu  

для ( )1

2  Le , в смысле распределений в ( )TD ,0 ; а также:                                  

                      
( )  )0()0(

0
wuuu

t
+=+

=
F ,  )1(

0 uu tt ==
 п. в. в

 
 ,                               

                                  )1(

0

)0(

0 , zzzz
t

tt ==
=

=   п. в. на 1 .  

В следующей теореме установлен результат о 

существовании слабых решений задачи (74)-(79), используя 

метод дискретизации по переменному t .                                                                                                                      

Теорема 28.  Пусть выполнены условия (33)-(37), (80)-

(81) и  

                            
( )1,, Crlp , 

             ( ) 0xp , ( ) 0xl , ( ) 0xr  для 1x .  

Тогда задача (74)-(79) имеет слабое решение ( )zu, .   
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                                             ВЫВОДЫ 

 

Диссертационная работа посвящена исследованиям 

смешанных задач с акустическими условиями сопряжения для 

нелинейных волновых уравнений, а также начально-краевых 

задач для нелинейных гиперболических и параболических 

уравнений с запоминающими операторами и гистерезисными 

нелинейностями.  

В диссертации получены следующие основные 

результаты:  

- доказаны теоремы о существовании глобальных слабых 

решений смешанной задачи с акустическими условиями 

сопряжения для нелинейных волновых уравнений с 

фокусирующими источниками, если  
21

,min qqp   и о 

разрушении слабых решений этой задачи за конечный 

промежуток времени, если  
21

,max qqp  ; 

- доказано существование, единственность и экспоненциальное 

убывание глобальных сильных решений смешанной задачи с 

акустическими условиями сопряжения для нелинейных 

волновых уравнений с дефокусирующими источниками; 

получен результат о существовании минимального глобального 

аттрактора  для такой задачи; 

- доказано существование и единственность решений начально-

краевой задачи для полулинейного гиперболического уравнения 

с запоминающим оператором, получен результат о 

существовании минимального глобального аттрактора; 

- получены результаты о существовании решений смешанных 

задач для системы полулинейных гиперболических уравнений с 

запоминающими операторами и для системы Тимошенко с 

запоминающим оператором; получен результат о 

существовании слабых решений смешанной задачи с 

акустическими граничными условиями для полулинейного 

гиперболического уравнения с запоминающим оператором.   
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