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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы и степень разработки. Несмотря на 
достаточно интенсивное развитие теории оптимального управления в 
процессах, описываемых уравнениями с частными производными, 
научный интерес к таким задачам не ослабевает, а наоборот, еще 
больше увеличивается. Основной причиной этого является, то что в 
связи с приложениями к решению новых прикладных задач  
приходиться рассматривать уравнения более высоких порядков. А это 
в свою очередь приводить к постановке новых математических задач 
и созданию новых схем для их исследования. В качестве примера 
можно показать задачи, связанные с уравнениями в частных 
производных, третьего и четвертого порядков. При этом следует 
отметить, что задачи оптимального управления связанные   с 
уравнениями четвертого порядка изучались в работах В.Комкова, 
Ж.Л.Лионса, А.И.Егорова, Т.К.Сиразетдинова, Г.Ф.Кулиева, 
А.А.Мехтиева, Г.Ф.Кулиева, В.Б.Назаровой. Во всех этих работах, в 
основном, получены необходимые условия оптимальности, 
достаточные условия оптимальности, доказаны теоремы 
существования оптимального управления и построено оптимальное 
управление как решение задачи синтеза или в виде ряда. 

Для уравнений третьего порядка, или так называемых 
уравнений переменного типа, известны некоторые результаты, 
М.А.Ягубова, Р.Б.Гусейновой, в которых получены необходимые 
условия оптимальности, получено в виде ряда оптимальное 
управление в случае одной пространственной переменной. 

Предлагаемая диссертация так же посвящена исследованию 
различных задач оптимального управления в процессах, описываемых 
уравнениями переменного типа в случае многих пространственных 
переменных. Полученные в работе результаты могут быть 
использованы для решения прикладных задач. Поэтому тема 
диссертационной работы является актуальной.  

Предмет и объект исследования. Начально-краевая задача и 
задачи оптимального управления для уравнений третьего порядка с 
частными производными.  

Цель и задачи исследования. Вывод различных  
необходимых условий оптимальности и достаточных условий 
оптимальности, исследование задач управляемости, построение 
оптимальных распределенных и стартовых управлений в случае 



линейного уравнения с двумя  пространственными переменными с 
квадратичным критерием качества. 

Методы исследования. В диссертационной работе 
используются методы функционального анализа, метод Фурье, 
методы математической теории оптимального управления и теории 
двойных функциональных рядов. 

Основные положения, выносимые на защиту.  
 вывод формулы для градиента функционала с распределенным 

управлением в правой части уравнения третьего порядка, 
 вывод необходимых условий оптимальности в виде принципа 

максимума, 
 вывод интегралных условий оптимальности, 
 вывод достаточных условий оптимальности в случае выпуклого 

функционала и выпуклого множества значений управлений, 
 доказательство дифференцируемости квадратичного функционала 

в случае линейного уравнения при наличии распределенного и 
стартового управлений, 

 построение оптимального управления в виде двойного ряда и 
доказательство его сходимости, 

 сведение задачи управляемости с минимальной энергией при 
наличии распределенного и стартовых управлений сведена к 
задаче на условный экстремум, получение решения в виде 
двойного ряда и доказательство его сходимости, 

 построение в виде двойного ряда решения задачи с минимальной 
энергией при наличии распределенного и двух стартовых 
управлений, 

 показать применимость проблемы моментов к решению задачи 
стабилизации в случае, когда решение смешанной задачи 
обращается в ноль в конечный момент времени, 

 сведение задачи стабилизации к задаче на условный экстремум и 
построение решения этой задачи в виде сходящегося двойного 
ряда. 
Научная новизна исследования. В диссертации получены 

следующие основные результаты: 
1. Для процессов, описываемых нелинейным уравнением 

третьего порядка со многими независимыми переменными, 
выведены необходимые условия оптимальности в виде 
принципа максимума и интегральные условия оптимальности. 



2. Получена формула для градиента функционала при наличии 
распределенного управления. 

3. Доказана достаточность условий при предположении  
выпуклости функционала по управляющим  переменным и 
выпуклости множества значений этих переменных. 

4. При наличии распределенного и стартового управлений 
обоснована дифференцируемость квадратичного функционала, 
когда процесс описывается линейным уравнением третьего 
порядка с управляющей функцией и в начальном условии. 

5. Показана возможность применения метода разделения 
переменных в случае двух пространственных переменных и 
построены в виде двойных рядов, как решение смешанной 
задачи, так и оптимального управления. Доказана сходимость 
этих рядов. 

6. Построено решение задачи управляемости в виде двойных 
рядов при наличии распределенного и стартового управлений, 
сведением ее к задаче на условный экстремум функции двух 
независимых переменных. 

7. Построены решения в виде двойных рядов задачи с 
минимальной энергией при наличии распределенного и двух 
стартовых управлений, доказаны сходимости этих рядов. 

8. Доказана применимость проблемы моментов к задаче 
стабилизации в одном случае, эта задача сведена к задаче на 
условный экстремум, построено решение в виде сходящего 
двойного ряда. 
Теоретическая и практическая ценность исследования. 

Рассматриваемые в диссертации уравнения описывают задачи газовой 
динамики, турбулентность, горение и другие процессы. Однако, 
постановки задач оптимального управления и полученные результаты 
носят теоретический характер. Методы и схемы исследования, 
приведенные в работе, могут быть использованы для исследования 
задач оптимального управления в процессах, описываемых 
уравнениями высоких порядков. 

Апробация и применение. Полученные в диссертации 
результаты в разные времена докладывались на семинарах   Института 
прикладной математики Бакинского Государственного Университета 
(руков., акад. Ф.А.Алиев), на конференциях, посвященных 85-летию 
со дня рождения члена корр. НАНА Я.Дж.Мамедова (Баку, 10 
декабря,2015г.), 100-летию со дня рождения заслуженного деятеля 
науки, проф. А.Ш.Габибзаде (Баку, 22-23 июня 2016г.), 100-летию со 



дня рождения академика НАНА М.Л.Расулова (Баку, 28-29 октября, 
2016г.),  на III Республиканской конференции «Прикладные задачи 
математики и новые информационные технологии» (Сумгаит, 15-16 
декабря 2016г.), на республиканской научной конференции  
посвященной 100-летию со дня рождения члена корр. НАНА  
К.Т.Ахмедова (Баку, 02-03 ноября, 2017 г.), на 6-ой Международной 
конференции «Управление и оптимизация с применением в 
промышленности » (Баку 11-13 июля, 2018 г.). на Международной 
научной конференции оз. Банное, 10-14 марта 2020 г., УФА РИЦ 
БашГУ. 

Личный вклад автора. Для процессов, описываемых 
нелинейным уравнением третьего порядка со многими 
пространственными переменными при наличии распределенного 
управления введены различные необходимые условия оптимальности, 
показана возможность применения метода разделения переменных, 
т.е. метода Фурье, в случае линейного уравнения с двумя 
пространственными переменными, построены как решение начально-
граничной задачи, так и оптимальных управлений в виде двойных 
рядов, доказана их сходимость. Причем, все доказательства и 
результаты принадлежат лично автору. 

Публикации автора. Основные результаты диссертации 
опубликованы в 6 статьях, рекомендованных ВАК при Президенте 
Азербайджанской Республики, в том числе в журнале с импакт-
фактором Web of Science – 1, в журнале с импакт-фактором Scopus – 
1. Кроме них, полученные результаты опубликованы в 
международных конференциях – 2, один из них за рубежом, на уровне 
республиканской конференции – 5.  

Наименование учреждения, где выполнена диссертация. 
Диссертационная работа выполнена в Научно-исследовательском 
Институте Прикладной Математики при Бакинском Государственном 
Университете. 

Структура и объем диссертации (в знаках, с указанием 
объема каждого структурного подразделения в отдельности). 
Общий объем диссертационной работы – 185456 знаков (титульная 
страница – 462 знаков, оглавление – 2099 знаков, введение – 36137 
знаков, первая глава – 40000 знаков, вторая глава – 58000 знаков, 
третья глава – 48000 знаков, заключение – 758 знаков). Список 
используемой литературы состоит из  56 наименований.   

 

 



СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Диссертация  состоит из введения, трех глав, заключения и 
списка литературы.  

Во введении обосновывается актуальность темы и приводится 
краткое содержание полученных результатов. 

Первая глава диссертации  состоит  из двух разделов. 
В разделе 1.1 рассматривается задача минимума функционала 
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управления, причем в качестве допустимых управлений берутся 
измеримые на Q  вектор-функции ),( txuu  , со значениями из 
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Всюду в этой главе предполагается, что выполняются условия: 
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2. ),,( txAi  дважды непрерывно дифференцируемые по всем 
аргументам функции и 

 а)  p

i

i

i C
x

txA
txA 


 




 1
),,(

),,(

2

2
, 

 б)  2

2

1
),,( 


 p

j

i C
txA 




, 

где CKK ,,0  положительные постоянные,   2,,...,1  pn . 

3. Функция ),,(1 utxf  непрерывно дифференцируема по всем 
аргументам. 

При выполнении этого условия ясно, что для каждого 
допустимого управления ),( txuu   функция )),(,,(1 txutxf  будет 
измеримой функцией и )()),(,,( 21 QLtxutxf  . 

4. Функции )(),( 21 xx   удовлетворяют условия: 
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 Отметим, что при выполнении приведенных условий для 
каждого допустимого управления начально-краевая задача (2), (3) 

имеет обобщенное решение, под которым понимается функция ),( txz
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и начальному условию  ,)0,( 1 xxz  где )(xB  неотрицательная, 
гладкая финитная в   функция,  -оператор Лапласа. 

Относительно ),,,,,( uztx   предполагается, что 

5. ),,,,,( uztx   дважды непрерывно дифференцируема по 
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При этих предположениях выведена формула для приращения 
функционала, получена оценка для его остатка. На основе этих оценок 
доказана 
 Теорема 1. Пусть выполняются условия 1-5. Тогда 
функционал (1), определенный на решениях начально-краевой задачи 
(2), (3) дифференцируем по Гато в )(2 QL  и 

                                ),,,,,,()( uzzztxHugradI txu  , 

где ),( tx  - решение сопряженной задачи: 
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 В разделе 1.2 этой главы выводятся различные необходимые 
условия оптимальности в поставленной в разделе 1.1 задаче. В 
частности доказана. 

Теорема 2. (Интегральное условие оптимальности)  Пусть 
выполняются условия теоремы 1 и U  выпуклое множество. Если 

),(0
txu  оптимальное управление, то для любого допустимого 

управления ),( txu  имеет место неравенство 
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производная ),,,,,,( uzzztxH txu   при ),(0
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),(),,( 00
txtxz  -решения задачи (2), (3) и сопряженной задачи, 

соответствующие ),(0
txuu  . 

Далее, используя свойство выпуклого функционала доказана.  
 Теорема 3. (Необходимое и достаточное условия 
оптимальности) Пусть U  выпуклое множество, )(uI  выпуклый 
функционал и выполняются условия теоремы 1. Для оптимальности 
управления ),(0

txu  необходимо и достаточно выполнение условия 

0)),(),,((min 0 
Q

u
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dxdttxuutxH . 

Вторая глава диссертации состоит из двух  разделов.  



В первом разделе рассматривается следующая задача: найти такие 
управляющие функции ),(),,,( yxvvtyxuu  , которые вместе с 
соответствующим решением начально-краевой задачи 
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доставляет минимум функционалу  
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  - оператор Лапласа. 

По общепринятому, ),,( tyxu называется  распределенным  
управлением, а ),( yxv ,  следуя Лионса,  назовем стартовым 
управлением.  
 В качестве распределенного управления берем функции 
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 и  приводится определение обобщенного решения (4)-(6): 



под обобщенным решением понимается функция 

,)(;,0))(;,0(,)(;,0
0

1
222

0
1
22 

















  WTLLTLzWTLz t  

)),(;,0( 22
2

1

 LTLzB  

удовлетворяющее интегральное тождество 
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где )(xB  положительная внутри   гладкая, финитная функция, а 

),,( tyxg  произвольная функция из 
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После преобразования приращения показано, что функционал 
),( vuJ  дифференцируем в введенном пространстве H , из которого 

следует справедливость теоремы 
Теорема 4. Функционал (7) дифференцируем в H  и его 

градиент  
 )],(),,([2);,,(2),,((),( 01 yxzTyxztyxutyxvuJ   
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где ),,( tyx  решение сопряженной задачи: 
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Так как,  уравнение (4) и условия (5), (6) линейны, а 
квадратичный функционал (7) и множество допустимых управлений 
выпуклые, в силу известного свойства (8) получается, справедливость 
следующей теоремы 

Теорема 5. Для   оптимальности управления 
)),(),,,((),,( 000

yxvtyxutyxp    необходимо и достаточно выполнение 
неравенства                         
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для любого )),(),,,((),,( yxvtyxutyxp  . 

В разделе 2.2. этой главы исследуется следующая задача: найти 
такое допустимое управление   ,,,),,(),,( 10

tyxuyxvyxv
 

соответствующее ему решение уравнения (4) удовлетворяющее 
граничным условиям (5) и начальным условиям   
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удовлетворяло условию  
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и функционал 
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принимал наименьшее значение, где ),( yx  заданная функция из 
)(

2
L , 

10
, , положительные постоянные. 

При этом в качестве распределенного управления берем 
функции    QLtyxu 2,,  , для которых Ru
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, а в качестве 



стартовых управлений берем функции ),(0
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1 lvl   и функции  yxv ,1   2L , для которых 
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Сначала вводится определение обобщенного решения задачи 
(4), (5), (9), под которым понимается функция 
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удовлетворяющего интегральное тождество 
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где ),( yxB положительная внутри   гладкая функция,  tyxg ,,  

произвольная функция  из  ))(,,0(
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1
22 WTL , а далее, применяя метод 

разделения переменных (т.е. метода Фурье) получается представление 
решения задачи в виде двойного ряда 
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собственные значения и собственные функции задачи 
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Доказываются, что  ряд в (12) и ряды получаемые из (12) 

дифференцированием по  tyx ,,
 

сходятся сильно в 2L  и поэтому 
выражение (12) является решением (4), (5), (9). Далее, задача 
минимума функционала (11) сводится к задаче, точнее к 
последовательности задач на условный экстремум функционала 
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 Для этой задачи составляется функция Лагранжа, определяется 
ее стационарная точка  10 ~,~),(~

mnmnmn vvtu  и доказывается, что эта точка 
является точкой минимума функционала (13) при выполнении условия 
(14). 

Далее доказывается  
Теорема 6. Если     2, Lyx , то ряды  
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сходятся в  2L ,  QW
2

2  и   2L , соответственно. 
Третья  глава диссертации так же состоит из двух разделов. В 

первом разделе рассматривается следующая задача стабилизации с 
минимальной энергией: найти такое допустимое управление 

),,( tyxuu  , для которого решения уравнения (4), 

удовлетворяющее условию (5) и условию 

),()0,,(,),()0,,( 10 yxzyxzyxzyxz t                         (15) 

удовлетворяло условию  
              0),,( Tyxz                                              (16) 

а функционал 
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принимал наименьшее значение.  
Для решения поставленной задачи, сначала при помощи 

метода Фурье получается представление решения начально-краевой 
задачи в виде 
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и показывается, что полученный ряд и ряды полученные заменой его 
членов производными по yxt ,, сходятся равномерна в  QL2 . 

Следовательно, этот ряд является обобщенным решением задачи (4), 
(5), (15). Далее при помощи этого представления и условия  
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для определения )(tumn , где 
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а ),,( tyxW - решение однородного уравнения, 
соответствующего (4) при условиях ),,0( tyW ),0,( txW

 ),,( tyaW 0),,( tbxW ,

).,()0,,(),,()0,,( 10 yxzyxWyxzyxW t   

 Таким образом, задача минимума функционала  uJ  сведена к 
определению последовательности ,...}2,1,),({ nmtumn  

удовлетворяющую  систему уравнений (17) для которой функционал 
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принимал наименьшее значение. 
 Ясно, что полученная задача является задачей проблемы 
моментов и показывается, что она имеет единственное решение 
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В конце раздела доказывается сходимость двойного ряда (19). 
Таким образом, имеет место теорема 

Теорема 7. Если ),()(),( 2
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2 W  yxz ,1 )(2 QL , то двойной ряд (19) сходится. 

В разделе 3.2 этой главы рассматривается следуюшая задача: 
найти такое дотимое управление ),,( tyxuu  , соответсвующее 
решение уравнения (4) удовлетворяющее условию (5) и условию 
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удовлетворяло условию  
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а функционал 
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принимал наименьшее значение.  
Прежде всего решение начално-краевой задачи (4), (5), (20) 
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удовлетворяющего условиям 
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а  tyxW ,,  решение однородного уравнения 
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удовлетворяющее граничным условиям 

        0,,,,,0,,,0  tbxWtyaWtxWtyW                   
(26) 

и начальным условиям  
     yxzyxWyxW t ,0,,,00,, 1 .                

(27) 
 Сначала, применяя метод разделения переменных (метод 
Фурье) получается представление решения задачи, а потом решается 
задача (22), (23), (24) и с их помощью получено представление 
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решения задачи (4), (5), (20) и доказана сходимость рядов в правой 
части этого представления. 

Используя представление  (28) при помощи условия (21) задача 
минимума сведена к последовательности задач на условный 
экстремум функционалов  
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 Далее найдены стационарные точки этих задач в виде 
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и доказана сходимость двойного ряда  
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точнее, доказана теорема 

Теорема 8. Функция  tyxu ,, , определяемая рядом  

   









1 1

sinsin~,,
m n

mn
b

yn

a

xm
tutyxu


 

доставляет минимум функционалу и соответствующее ей решение 
задачи (4), (5), (20) удовлетворяет условию (21). 
 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Диссертационная работа, состоящая из трех глав, посвящена 
выводу необходимых условий оптимальности и построению 
оптимального управления для различных задач связанных с 
уравнением в частных производных третьего порядка.  В работе 
получены следующие рузультаты: 
 выведена формула для градиента и получены различные 
необходимые  условия, а таже необходимые и достаточные условия в 
одном частном случае; 
 задача управляемости с минимальной энергией при наличии 
распределенного и одного, а также двух стартовых управлений 
сведена к задаче на условный экстремум, получено решение в виде 
двойного ряда и доказано его сходимость; 
 дано применение проблемы моментов к решению задачи 
стабилизации при условии, что решение соответсвующей смешанной 
задачи обращается в ноль в конечный момент времени; 
 послучено решение задачи стабилизации в виде сходящегося 
двойного ряда. 
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